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Reaaliluvuille määritellyllä neliöjuurikuvauksella on kaksi ongelmaa. Ensimmäinen
ongelma on se, ettei kuvausta ole määritelty negatiivisille luvuille, mikä on suoraa
seurausta reaalilukujen ominaisuuksista. Toinen ongelma on neliöjuuren moniarvoi-
suus ja se seuraa myös reaalilukujen ominaisuuksista, mutta se ei selitä koko ongel-
maa. Neliöjuuren moniarvoisuus, eli yhtälön x2 = 4 kaksi ratkaisua, on ristiriidassa
funktion arvon yksikäsitteisyyden kanssa. Tämä on reaalisessa tapauksessa ratkais-
tu määrittelemällä, että neliöjuurimerkintä
√
7 tarkoittaa epänegatiivista ratkaisua
yhtälöön x2 = 7 ja samalla neliöjuurikuvaus saa vain epänegatiivisia arvoja. Näin
saatu kuvaus on varustettu tarpeeksi mukavilla ominaisuuksilla. Se on jatkuva ja
sillä on kaikkien kertalukujen derivaatat kaikkialla paitsi nollassa. Tämänlaista ne-
liöjuurikuvausta voisi luonnehtia vajaaksi, sillä se kadottaa merkittävän osan infor-
maatiosta.
Kompleksilukujen neliöjuurella ei ole samankaltaista määrittely ongelmaa, mut-
ta nyt kuvauksen moniarvoisuus on ongelmana. Yleensä tämä ongelma ohitetaan
poistamalla lähtöjoukosta origosta alkava puolisuora, mutta tällöin neliöjuuri ei ole
määritelty koko tasossa. Voimme määrittelellä neliöjuurikuvauksen rajoittuman pie-
nessä 1-keskisessä kiekossa ja määritellä, että sen arvo pisteessä yksi on yksi. Tällöin
voimme analyyttisesti jatkaa neliöjuurikuvauksen pitkin origokeskisen yksikkökiekon
kaarta vastapäivään ja päätyä tulokseen, jossa luvun −1 neliöjuuri on i. Toisaalta
voimme analyyttisesti jatkaa neliöjuurikuvausta myötäpäivään ja päätyä tulokseen,
jossa luvun −1 neliöjuuri on −i.
Bernhard Riemann (17. syyskuuta 1826 – 20. heinäkuuta 1866) oivalsi väitöskir-
jassaan, että kompleksisen neliöjuuren analyyttinen jatkaminen määrää yhtenäisen
joukon, jota voidaan ajatella kahtena kopiona kompleksitasosta. Tämän pinta kier-
tyy itsensä ympäri ja peittää kompleksitason kahdesti lukuunottamatta origoa, joka
on ’yhteinen piste’ kahdelle pinnan eri tasolle. Koska kuvauksen analyyttisyys on
lokaali ominaisuus, Riemann päätteli, että kompleksitason globaalit ominaisuudet
rajoittavat analyyttisten kuvausten tutkimista, joten on siirryttävä abstraktimpaan
pintaan säilyttäen analyyttisten kuvausten lokaalit ominaisuudet. Riemann tutki
väitöskirjassaan vastaavia abstrakteja olioita, jotka myöhemmin aksiomatisoitiin ja
niitä ryhdyttiin kutsumaan Riemannin pinnoiksi.
Matemaatikoille on tyypillistä tutkia jonkin määritelmän toteuttavien objek-
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tien yhteisiä ominaisuuksia. Toisaalta määritelmän toteuttavien objektien jaottelu
jonkin samassa kontekstissa mielekkään ekvivalenssirelaation mukaan on matema-
tiikassa lähes poikkeuksetta mielenkiintoinen ongelma. Riemannin pinnat eivät ol-
leet poikkeus tästä näkökulmasta. Vuonna 1907 toisistaan riippumatta sekä Henri
Poincaré (29. huhtikuuta 1854 – 17. heinäkuuta 1912) että Paul Koebe (15. hel-
mikuuta 1882 – 6. elokuuta 1945) todistivat Riemannin pintojen uniformisaation.
Tämä tulos kertoo, että ainoat konformista ekvivalenssia vaille yhdesti yhtenäiset
Riemannin pinnat ovat Riemannin pallo, kompleksitaso ja avoin yksikkökiekko. Tä-
män seurauksena saamme tuloksen, joka kertoo, että jokainen Riemannin pinta on
Riemannin pallon, kompleksitason tai avoimen yksikkökiekon tekijäavaruus.
Tässä tutkielmassa kehitämme de Rhamin kohomologiaa Riemannin pinnoilla ja
huipennuksena saamme tulokseksi Riemannin pintojen uniformisaation. Seuraam-
me läheisesti Simon Donaldsonin teosta [DON] erityisesti luvuissa 3 ja 4. Luvun 2
peiteavaruuksia käsittelevät osat myötäilevät Lars Ahlforsin teosta [AHL]. Tutkiel-
man matemaattisena lähtötasona ovat kahden kompleksianalyysin kurssin, yleisen
topologian kurssin ja algebrallisen topologian kurssin tiedot.
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2 Riemannin pinta
2.1 Riemannin pinnat ja analyyttiset kuvaukset
Monistojen teoriassa määritellään differentoituvan n-moniston käsite. Riemannin
pinta on analyyttinen 2-monisto, missä Ck-differentoituvien karttojen sijaan kartat
ovat analyyttisiä.
Määritelmä 2.1. Olkoon X yhtenäinen Hausdorffin avaruus, kokoelma {Uα} sen
avoin peite ja funktiot φα : Uα → C. Sanomme, että X on Riemannin pinta, jos
pätee seuraavat ehdot:
• φα : Uα → φα (Uα) on homeomorfismi.
• Jos Uα ∩ Uβ 6= ∅, niin φβ ◦ φ−1α on analyyttinen joukossa φα (Uα ∩ Uβ).
Riemannin pinta käsittää siis Hausdorff avaruudenX ja kartaston (Uα, U˜α, φα)α,
jossa U˜α = φα (Uα). Jatkossa jätämme kartaston määrittelyn mainitsematta ja pu-
humme lyhyesti vain Riemannin pinnasta X ellei tilanne erikseen sitä vaadi. Sanom-
me kartaksi sekä paria (Uα, φα) että objekteja Uα ja φα : Uα → U˜α.
Riemannin pinta ei ole de jure monisto vaikka sellaisena me sen aluksi esittelim-
me. Tämä johtuu siitä, että määritelmä ei vaadi sen olevan N2-avaruus eli, että sen
topologialla olisi numeroituva kanta. Uniformisaation yhteydessä osoittautuu, että
Riemannin pinta on myös monisto eli kannan numeroituvuus seuraa määritelmäs-
tä. Olemme tutkielmassa välttäneet tämän ominaisuuden olettamista vaikka se on
joissakin teoksissa upotettu Riemannin pinnan määritelmään.
Huomaamme, että Riemannin pinnat ovat suunnistuvia. Tämä johtuu kar-
tanvaihtokuvausten analyyttisyydestä, koska analyyttisten funktioiden jakobiaanin
determinantti on positiivinen.
Pisteet x ∈ X voidaan aina samaistaa lokaalin kartan avulla kompleksilukuun
z ∈ C kaavalla φα(x) = z. Tulemme merkitsemään pinnan pisteitä kompleksilukuina
aina kun se on perusteltua käytännöllisyydellä.
Propositio 2.2. Riemannin pinta X on lokaalisti kompakti.
Tämä tieto seuraa suoraan kartaston määritelmästä. Olkoon x piste Riemannin
pinnalla X ja (U, φ) sen ympäristössä määritelty kartta. Tällöin löydämme pisteelle
φ (x) ∈ C ympäristön, jonka sulkeuma on kompakti ja sisältyy joukkoon φ (U). Nyt
voimme kuvata tämän ympäristön homeomorfismilla φ pisteen x ympäristöksi.
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Määritelmä 2.3. Olkoot X ja Y Riemannin pintoja, joiden kartastot ovat (Uα, φα)
ja (Vβ, ψβ). Sanomme, että kuvaus f : X → Y on analyyttinen, jos ψβ ◦ f ◦φ−1α on
analyyttinen aina kun yhdistetty kuvaus on hyvin määritelty.
Nämä kaksi edellä mainittua määritelmää ovat luonteeltaan hyvin luonnollisia.
Haluamme tarkastella ongelmiamme pinnalla kompleksianalyysin keinoin. Tämä on-
nistuu hyvin, koska voimme siirtää tilanteemme tarpeen tullen kompleksitasolle, eikä
karttojen reunat tuota meille ongelmia.
Sanomme, että Riemannin pintojen välinen kuvaus f : X → Y voidaan esittää
funktiona g, jos f :n lokaali esitys karttojen avulla on sama kuin g. Tarkemmin
sanottuna tämä tarkoittaa sitä, että jossakin pisteen p ympäristössä määritellyssä
kartassa (U, φ) ja jossakin pisteen f (p) ympäristössä määritellyssä kartassa (V, ψ)
voimme kirjoittaa g = ψ ◦ f ◦ φ−1.
Määritelmä 2.4. Riemannin pinnat X ja Y ovat (konformisesti) ekvivalentit, jos
on olemassa analyyttinen homeomorfismi f : X → Y .
Riemannin pintojen ekvivalenttisuus on siis vahvempi ominaisuus kuin homeo-
morfisuus tai diffeomorfisuus. Tulemme usein käsittelemään ekvivalentteja pintoja
identtisinä, mikä mahdollistaa riippumattomuuden tietyn kartaston määrittelystä.
Olkoon X yhtenäinen Hausdorff avaruus ja (U, φ) sekä (V, ϕ) analyyttisiä kart-
toja joukossa X. Sanomme, että kartat ovat yhteensopivat, jos ϕ ◦ φ−1 on ana-
lyyttinen joukossa φ (U ∩ V ) ja φ ◦ ϕ−1 on analyyttinen joukossa ϕ (U ∩ V ).
Olkoon X Riemannin pinta kartastolla A ja (U, φ) kartta avaruudessa X, joka ei
kuulu kartastoon A. Merkitsemme symbolilla A′ yhdistettä kartasta (U, φ) ja kar-
tastosta A. Jos kartta (U, φ) on yhteensopiva jokaisen A:n kartan kanssa, niin Rie-
mannin pinta (X,A′) on ekvivalentti alkuperäisen kanssa kuvauksella id : (X,A)→
(X,A′). Kirjaimellisesti pinnat (X,A) ja (X,A′) eivät ole samoja, mutta ne ovat kes-
kenään ekvivalentit, joten käsittelemme niitä oleellisesti samoina objekteina. Tämän
nojalla voimme aina lisätä yhteensopivan kartan pintaamme, kun se on tarpeellista.
Erityisesti tämä antaa jokaiselle pinnan pisteelle p ∈ X ”kiekon muotoisen” kartan
(Up, ϕp). Tämä tarkoittaa sitä, että pätee
ϕp (Up) = D (0, 1) ⊂ C.
Jos ϕp (p) = 0, niin sanomme, että kartta (Up, ϕp) on p-keskinen. Kiekon muotoinen
kartta voidaan konstruoida olemassa olevasta kartasta käyttämällä translaatiota ja
venytystä.
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Jokainen kompleksitason avoin joukko on luonnollisella tavalla Riemannin pinta.
Perinteisiä esimerkkejä ovat yksikkökiekko D = D (0, 1) ja ylempi puolitaso
H = {z ∈ C | Im(z) > 0} .
Nämä ovat keskenään ekvivalentit kuvauksella z 7→ (z − i) / (z + i).
Riemannin pallo C on myös esimerkki Riemannin pinnasta. Valitaan peitteen
jäseniksi U0 = D (0, 2) ja U1 = {z ∈ C | 1/2 < |z|}∪{∞}. Valitaan karttakuvauksiksi
φ0 = id|U0 : U0 → U0 ja φ1 : U1 → U0, joka on määritelty ehdolla
φ1(x) =
{
0 , kun x =∞
1
z
, kun x 6=∞ .
Tällöin yhdistetyt kuvaukset φ0◦φ−11 ja φ1◦φ−10 ovat analyyttisiä kuvauksia joukolta
{z ∈ C | 1/2 < |z| < 2} itselleen.
Palautetaan mieleen kaksi tulosta kompleksianalyysistä [SAK, Theorem 1.3 ja
Theorem 1.4, s. 3-4].
Lemma 2.5. Olkoon U origon avoin ympäristö ja f : U → C analyyttinen, jolle pä-
tee f(0) = 0 ja f ′(0) 6= 0. Tällöin on olemassa avoin origon ympäristö V ⊂ U siten,
että f |V : V → f (V ) on homeomorfismi ja sen käänteiskuvaus on analyyttinen.
Lemma 2.6. Olkoon U origon avoin ympäristö ja f : U → C analyyttinen, jolle
pätee f(0) = 0 ja f(z) 6≡ 0. Tällöin on olemassa yksikäsitteinen luku k ≥ 1 siten,
että jossakin avoimessa origon ympäristössä V ⊂ U on olemassa analyyttinen g,
jolle g′(0) 6= 0 ja f(z) = g(z)k joukossa V .
Kahden edellä mainitun tuloksen avulla voimme lokaalisti havainnollistaa Rie-
mannin pintojen välistä analyyttistä kuvausta seuraavalla tuloksella.
Propositio 2.7. Olkoot X ja Y yhtenäisiä Riemannin pintoja ja f : X → Y ana-
lyyttinen kuvaus joka ei ole vakio. Tällöin jokaista pistettä x ∈ X kohti on olemassa
yksikäsitteinen luonnollinen luku k = kx siten, että on olemassa kartat pisteiden x
ja f (x) ympäristössä, joissa f voidaan esittää funktiona z 7→ zk.
Todistus. Valitaan x- ja f(x)-keskiset kartat φ : U∗x → Dx ja ψ : V ∗f(x) → Df(x), missä
Dx = Df(x) = D(0, 1). Näissä kartoissa voimme esittää kuvauksen f analyyttisenä
funktiona
F = ψ ◦ f ◦ φ−1 : Dx → Df(x).
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Käyttämällä lemmaa 2.6 voimme kirjoittaa funktion F funktiona
gk : U1x → V 1x ,
joissakin joukoissa U1x ⊂ Dx ja V 1x ⊂ Df(x). Lisäksi tiedämme, että g′ ei häviä
x:ssä (oikeastaan origossa). Lemman 2.5 nojalla voimme rajoittaa funktion g saman
nimiseksi analyyttiseksi homeomorfismiksi
g : U2x → V 2x ,
missä U2x ⊂ U1x ⊂ Dx on käytetyn lemman antama joukko ja V 2x = g (U2x). Koska
φ−1 (U2x) ⊂ Ux ⊂ X ja kuvaukset φ ja g ovat analyyttisia homeomorfismeja, funktio
g ◦ φ : φ−1 (U2x)→ V 2x ⊂ C
on karttakuvaus. Tällöin
ψ ◦ f ◦ (g ◦ φ)−1 (z) = ψ ◦ f ◦ φ−1 ◦ g−1 (z) = F ◦ g−1 (z) = gk ◦ g−1 (z) = zk,
kun z ∈ V 2x . Tämä osoitti sen, että voimme esittää f :n funktiona z 7→ zk ja vakion
k yksikäsitteisyys seuraa käytetystä lemmasta.
Määritelmä 2.8. Olkoot X ja Y topologisia avaruuksia ja kuvaus f : X → Y . Sa-
nomme, että kuvaus f on ankara (engl. proper), jos f−1 (K) on kompakti jokaisella
kompaktilla joukolla K ⊂ Y .
Propositio 2.9. Olkoon X ja Y yhtenäisiä Riemannin pintoja ja F : X → Y ana-
lyyttinen kuvaus joka ei ole vakio. Tällöin seuraavat ehdot pätevät:
1. Joukko R = {x ∈ X | kx > 1} on diskreetti.
2. Jos F on ankara, niin joukko F (R) = 4 on diskreetti.
3. Jos F on ankara, niin jokaisella y ∈ Y alkukuva F−1 (y) on äärellinen joukko.
Todistus. Olkoon x ∈ R. Tällöin propositio 2.7 antaa x:n ympäristön U , jossa F
voidaan esittää funktiona z → zkx . Tämän nojalla F on lokaali injektio joukossa
U \{x}. Toisaalta kz = 1 kaikilla z ∈ U \{x}, koska muussa tapauksessa z:lla ei olisi
olemassa ympäristöä, jossa F olisi injektio. Päättelemme, että R ∩ U = {x}, mistä
seuraa joukon R diskreettisyys.
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Toisen väitteen osoitamme vastaoletuksella. Olkoon y ∈ Y joukon4 kasautumis-
piste. Valitaan pisteelle y kiekkoympäristö ja merkitään sen sulkeumaa symbolilla
A. Voimme valita joukon 4 alkioista suppenevan jonon (yi) ⊂ A. Koska A on kom-
pakti, alkukuva F−1 (A) on myös kompakti. Joukon 4 määritelmän nojalla voimme
valita joukon R alkioista jonon (xi) pinnalla X, jonka jäsenille pätee F (xi) = yi.
Jonon (xi) jäsenet kuuluvat kompaktiin joukkoon F−1 (A), joten jonolla (xi) ⊂ R
on kasautumispiste. Tämä on ristiriita edellisen kohdan nojalla, joten joukko 4 on
diskreetti.
Kolmatta väitettä varten toteamme, että yksiön alkukuva on kompakti. Valit-
semme jokaista alkiota x ∈ F−1 (y) kohti x:n ympäristön Vx, jonka sulkeuma V x
on kompakti. Joukot Vx muodostavat alkukuvan F−1 (y) peitteen, joten valitsemme
näistä äärellisen osapeitteen. Riittää siis osoittaa, että joukko
Ex = {z ∈ Vx | F (z) = y}
on äärellinen jokaisella x ∈ F−1 (y). Jos joukolla Ex olisi äärettömästi alkioita, niin
sillä olisi kasautumispiste joukossa V x. Tällöin kuvaus F ◦ ϕ−1x olisi vakio joukossa
Vx, koska se on analyyttinen kuvaus. Pinnan X yhtenäisyydestä seuraa, että F on
vakio koko pinnalla, mikä on ristiriita, joten joukko Ex on äärellinen.
Kutsumme joukon R pisteitä kriittisiksi pisteiksi ja sen kuvan F (R) pistei-
tä kriittisiksi arvoiksi. Sanomme pisteelle x ∈ X määriteltyä kokonaislukua kx
kuvauksen F kertaluvuksi pisteessä x.
Olkoon F : X → Y on ankara analyyttinen kuvaus Riemannin pintojen välillä.
Oletetaan, että Y on yhtenäinen ja F ei ole vakio. Määrittelemme jokaista y ∈ Y





Huomataan, että summa käy aina läpi äärellisen indeksijoukon edellisen proposition
perusteella.
Propositio 2.10. Olkoon F : X → Y ankara analyyttinen surjektio yhtenäisten
Riemannin pintojen välillä, joka ei ole vakio. Tällöin d(y) on yhtäsuuri kaikilla
y ∈ Y .
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Todistus. Ensin osoitamme, että jokaisella pisteellä y on olemassa avoin ympäristö,
jossa suure d (·) on vakio. Kiinnitämme pisteen y ∈ Y . Proposition 2.7 nojalla voim-
me valita jokaista pistettä x ∈ F−1 (y) kohti kartat (Ux, ϕx) ⊂ X ja (Vy,x, ψy,x) ⊂ Y ,
joissa F voidaan esittää funktiona z 7→ zkx . Voimme olettaa karttojen olevan kiekon
muotoisia. Tarkastelemme seuraavaksi pisteen y avointa ympäristöä V = ∩xVy,x.
Valitsemme pisteen y′ ∈ V . Tällöin F−1 (y′) ⊂ ∪xUx ja joukossa U ′x = F−1 (y′) ∩ Ux












kx = d (y) .
Tämän nojalla suure d (·) on vakio y:n ympäristössä V
Seuraavaksi osoitamme, että suure d (·) on vakio koko pinnalla Y . Kiinnitämme
jonkin pisteen y ∈ Y , tällöin joukko
Ay = {y′ ∈ Y | d (y′) = d (y)}
on avoin, koska suure d (·) on vakio jokaisen pisteen jossakin avoimessa ympäris-
tössä. Jos Ay 6= Y , niin joukon Ay reuna on epätyhjä Y :n yhtenäisyyden nojalla.
Valitsemme joukon Ay reunalta pisteen y′. Tällöin y′:n jokaisessa ympäristössä on
alkio y˜, jolle pätee d (y˜) 6= d (y). Tämä on ristiriita, joten Ay = Y ja suure d (·) on
vakio koko Y :ssä.
Edellisestä tuloksesta seuraa, että olemme löytäneet globaalin ominaisuuden
ankarille analyyttisille surjektioille. Sanomme yksikäsitteistä lukua d(y), jollakin
y ∈ Y , ankaran analyyttisen kuvauksen F : X → Y asteeksi. Vakiokuvauksen aste
on 0.
Määritelmä 2.11. Olkoon X Riemannin pinta. Analyyttistä funktiota f : X → C
sanotaan meromorfiseksi, jos f ei ole identtisesti ∞.
Lokaalissa kartassa määritelmä yhtyy perinteiseen määritelmään meromorfisesta
kuvauksesta. Kuvauksen F navat ovat pisteet F−1(∞) ja jos x on napa, niin sen
kertaluku on kokonaisluku kx.
Lause 2.12. Olkoon X yhtenäinen ja kompakti Riemannin pinta. Jos on olemassa
meromorfinen surjektio X:ssä jolla on vain yksi napa ja tämä napa on kertalukua
yksi, niin X on ekvivalentti Riemannin pallon kanssa.
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Todistus. Olkoon F : X → C meromorfinen funktio. Oletetaan, että F :llä on yksi
napa ja tämän navan kertaluku on yksi. Jos A ⊂ C on kompakti, niin se on suljettu
joukko, jolloin F−1 (A) on suljettu joukko kompaktissa avaruudessa ja näin myös
kompakti. Tästä päättelemme, että F on ankara kuvaus. Siitä, että F :llä on yksi
kertaluvun yksi napa seuraa se, että F :n aste on yksi. Tämä tarkoittaa sitä, että
F−1(y) on yksiö jokaisella pisteellä y ∈ C ja F :n kertaluku kx on 1 jokaisessa pisteessä
x ∈ X. Tällöin F on injektio, koska jokaisen pisteen alkukuva on yksiö.
Olkoon K ⊂ X suljettu ja samalla kompakti joukko, tällöin sen kuvajoukko
F (K) on kompakti F :n jatkuvuuden nojalla ja myös suljettu. Tämän perusteella F
on suljettu kuvaus, joten F on analyyttinen homeomorfismi.
2.2 Peiteavaruus
Ensiksi määrittelemme yleisen topologian käsitteitä.
Määritelmä 2.13. Olkoot X ja Y topologisia avaruuksia. Kuvausta F : X → Y
sanotaan lokaaliksi homeomorfismiksi, jos jokaisella pisteellä x ∈ X on olemassa
avoin ympäristö U siten, että F |U on homeomorfismi kuvalleen.
Määritelmä 2.14. Olkoot X ja Y topologisia avaruuksia. Kuvausta F : X → Y sa-
notaan peitekuvaukseksi, jos jokaisella pisteellä y ∈ Y on olemassa avoin ympäris-
tö V siten, että F−1 (V ) on erillinen yhdiste avoimista joukoista Uα ja F |Uα : Uα →
V homeomorfismi kaikilla α. Sanomme, että pari (X,F ) avaruuden Y peiteava-
ruus tai X on avaruuden Y peiteavaruus, kun peitekuvausta ei tarvitse erikseen
määritellä.
Koska käsittelemämme avaruudet ovat suurimmaksi osaksi Riemannin pintoja,
olemme kiinnostuneita lähinnä analyyttisista peitekuvauksista. Analyyttisen omi-
naisuuden olettaminen Riemannin pintojen välisille peitekuvauksille on perusteltua
tämän tutkielman kontekstissa, vaikka jotkin tämän luvun tuloksista ovat puhtaasti
topologisia. Joten jatkossa oletamme peitekuvauksen olevan määritelty Riemannin
pinnoille ja sen olevan analyyttinen kuvaus.
Määritelmä 2.15. Olkoot X ja Y Riemannin pintoja. Kuvaus F : X → Y on
(analyyttinen) peitekuvaus, jos se on analyyttinen ja toteuttaa määritelmän
2.14. Riemannin pintojen välistä määritelmän 2.14 mukaista peitekuvausta, joka ei
ole analyyttinen, sanomme epäanalyyttiseksi peitekuvaukseksi.
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Peitekuvaus on hyvin luonnollinen määritelmä Riemannin pintojen teoriassa, kun
tarkastelemme asiaa Riemannin alkuperäisen idean kautta. Moniarvoisen kuvauksen,
kuten z 7→ √z, dilemma ratkeaa siirtymällä abstraktimpaan lähtöjoukkoon, joka on
lokaalisti homeomorfinen kompleksitason kiekon kanssa. Analyyttisyys on lokaali
ominaisuus, joten Riemannin pinnalla on mahdollista säilyttää analyyttisyyden kä-
site samalla, kun pääsemme eroon kompleksitason joukkojen rajoitteista.
On selvää, että peitekuvaus on lokaali homeomorfismi, mutta implikaatio toiseen
suuntaan ei välttämättä päde. Sen sijaan ankara lokaali homeomorfismi osoittautuu
peitekuvaukseksi.
Propositio 2.16. Ankara lokaali homeomorfismi Hausdorff avaruuksien välillä on
peitekuvaus.
Todistus. Olkoon f : X → Y ankara lokaali homeomorfismi ja olkoon y ∈ Y . Täl-
löin f−1 (y) = A on kompakti. Lokaalin homeomorfisuuden nojalla voimme valita
jokaista pistettä a ∈ A kohti ympäristön Aa, jolle f |Aa on homeomorfismi kuvalleen.
Valitut ympäristöt muodostavat peitteen kompaktille joukolle A, joten voimme va-
lita äärellisen osapeitteen Ai, jossa i = 1, ..., n. Homeomorfisuuden nojalla A∩Ai on
aina yksiö. Tästä seuraa, että A on äärellinen joukko. Äärellinen määrä pisteitä voi-
daan separoida toisistaan erillisillä ympäristöillä, jolloin saamme ympäristöt Bi joille
pätee Bi ⊂ Ai ja A ⊂ ∪Bi. Valitaan pisteelle y ympäristö V = ∩f |Bi (Bi) ⊂ Y .
Merkitään Ui = f−1 (V ) ∩ Bi. Nyt huomaamme, että {Ui} on erillinen avoin peite
joukolle A. Lisäksi jokainen f |Ui on homeomorfismin rajoittuma, joten se on myös
itsekin homeomorfismi kuvalleen V .
Edellisen tuloksen avulla voidaan päätellä, että ankara analyyttinen homeomor-
fismi Riemannin pintojen välillä on (analyyttinen) peitekuvaus.
Sanomme, että Riemannin pinnan Y peiteavaruudet (X,F ) ja (Z,G) ovat ekvi-
valentit, jos on olemassa analyyttinen homeomorfismi h : X → Z siten, että F =
G ◦ h.
Seuraavaksi palautamme mieleen perusryhmän käsitteen. Perusryhmän avulla
voimme laskea avaruuden reikiä.
Määritelmä 2.17. Olkoon X topologinen avaruus ja x ∈ X. Merkitään symbolilla
Ω (X, x) niiden polkujen α joukkoa, joille pätee α (0) = α (1) = x. Perusryhmä
pi1 (X, x) on ryhmä Ω (X, x) / ∼, jossa ∼ on homotopiaekvivalenssi.
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Kun käsittelemme polkuyhtenäisiä avaruuksia kuten Rn, lävistetty taso, pallo
tai torus, on tapana jättää piste x notaatiosta pois ja kirjoittaa pi1 (X). Tämä joh-
tuu siitä, että polkuyhtenäisessä avaruudessa pi1 (X, x0) ovat isomorfisia pi1 (X, x1)
kaikilla x0, x1 ∈ X.
Tarpeitamme varten yhteys peitekuvausten ja perusryhmien välille johdetaan
tapauksessa, jossa lokaali struktuuri on kiekko, mutta tarvittaessa vastaavan yhtey-
den voi johtaa myös väljemmillä vaatimuksilla lokaalista struktuurista. Meille tämä
yleisempi tapaus ei ole tarpeen, koska Riemannin pinta on lokaalisti homeomorfinen
yksikkökiekon kanssa.
Olkoon F : Z → X kuvaus ja γ : [0, 1] → X polku. Oletetaan, että on olemassa
z ∈ Z, jolle F (z) = γ(0). Tällöin sanomme, että polku γ˜ : [0, 1]→ Z on γ:n nosto
alkaen pisteestä z (engl. lift), jos se toteuttaa ehdot F ◦ γ˜ = γ ja γ˜(0) = z.
Sanan ”nosto” käyttöä voidaan perustella vasta kun edellä määritelty pari (Z, F )
on peiteavaruus. Tällöin sanat ”peite” ja ”nosto” sopivat hyvin yhteen.
Propositio 2.18. Olkoon Y yhtenäinen Riemannin pinta ja y ∈ Y kantapiste.
Tällöin on olemassa bijektio perusryhmän pi1 (Y, y) aliryhmien konjugaattiluokkien
ja peiteavaruuksien (X,F ) ekvivalenssiluokkien välillä.
Todistus. Olkoon F : X → Y peitekuvaus. Tällöin kaikilla x ∈ X peitekuvauksen
F avulla voimme määritellä perusryhmien välille homomorfismin F ∗ : pi1 (X, x) →
pi1 (Y, F (x)), joka on indusoitu kuvauksesta
γ 7→ F ◦ γ.
Tämä on hyvin määritelty, koska jatkuvan kuvauksen ja suljetun polun yhdistetty
kuvaus on suljettu polku. Olkoon y ∈ Y ja valitaan piste x0 ∈ F−1(y). Nyt meillä
on F :n indusoima homomorfismi
F ∗0 : pi1 (X, x0)→ pi1 (Y, y)
ja aliryhmä R0 = F ∗0 (pi1 (X, x0)) ⊂ pi1 (Y, y). Valitaan toinen piste x1 ∈ F−1(y). Täl-
löin saamme F :n indusoimana toisen homomorfismin F ∗1 ja aliryhmän R1 ⊂ pi1 (Y, y).
Valitaan polku γ, jolle pätee γ(0) = x0 ja γ(1) = x1. Tällöin F ◦ γ on suljettu pol-
ku pinnalla Y ja siten alkio ryhmässä pi1 (Y, y). Voimme kirjoittaa jokaisen alkion
α ∈ pi1 (X, x1) muodossa
α = γ−1βγ,
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missä β ∈ pi1 (X, x0). Voimme laskea






= F ◦ (γ−1βγ)
=
(
F ◦ γ−1) (F ◦ β) (F ◦ γ)
= (F ◦ γ)−1 F ∗0 (β) (F ◦ γ) .
Tästä havainnosta voimme päätellä, että
R1 = (F ◦ γ)−1R0 (F ◦ γ) .
Tämä osoittaa, että valitsemalla eri pisteitä xi ∈ F−1 (y) saamme R0:n konjugaat-
tiryhmiä Ri.
Osoitamme nyt, että ekvivalentti peiteavaruus määrää saman aliryhmän R0 ja
sen konjugaattiryhmät. Olkoon (Z,G) avaruuden (X,F ):n kanssa ekvivalentti pei-
teavaruus analyyttisellä homeomorfismilla h : X → Z. Nyt h indusoi isomorfismin
h∗ : pi1 (X, x0)→ pi1 (Z, h (x0))
ja G indusoi homomorfismin
G∗0 : pi1 (Z, h (x0))→ pi1 (Y, y) .
Koska yhtälö (F ◦ γ) = (G ◦ h ◦ γ) pätee, näemme, että indusoidut homomorfismit
toteuttavat yhtälön F ∗0 = G∗0 ◦ h∗. Voimme tästä päätellä, että G∗0 (pi1 (Z, h (x0))) =
R0. Muille pisteille zi ∈ G−1 (y) löydämme konjugaattiryhmät Ri valitsemalla pisteet
h (x0) ja zi yhdistävän polun αi, jolloin ryhmät Ri löytyvät vastaavasti kuin pisteille
xi ∈ F−1 (y).
Toiseen suuntaan osoitamme väitteen valitsemalla ensin mielivaltaisen aliryhmän
D ⊂ pi1 (Y, y) ja konstruoimme vastaavan peiteavaruuden X. Olkoon σ1 ja σ2 pol-
kuja pinnalla Y , joiden alkupiste on y. Merkitsemme σ1 ∼ σ2, jos poluilla on sama
päätepiste ja σ1σ−12 ∈ D. Tämä on selvästi ekvivalenssirelaatio. Määrittelemme ava-
ruuden X olemaan polkujen σ ekvivalenssiluokkien joukko. Projektio pi kuvaa alkion
[σ] ekvivalenssiluokan jäsenten yhteiselle päätepisteelle.
Seuraavaksi konstruoimme kartaston avaruuteen X. Olkoon (U,ϕ) kartta pin-
nalla Y . Valitsemme pisteen y0 ∈ U ja ekvivalenssiluokan y∗0 = [σ0] ∈ pi−1 (y0). Nyt
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millä tahansa q ∈ U valitsemme polun σ : [0, 1]→ U , joka alkaa pisteestä y0 ja päät-
tyy pisteeseen q. Tällöin σ0σ määrittelee pisteen [σ0σ] avaruudessa X, mikä riippuu
vain pisteistä y∗0 ja q. Polun σ valinnalla ei ole merkitystä, koska U on yhdesti yhte-
näinen. Toistamalla sama proseduuri kaikille pisteille q ∈ U syntyy joukko U∗ (y∗0),
mikä on homeomorfinen joukon U kanssa. Määrittelemme avaruuden X kartan pa-
rina (U∗ (y∗0) , ϕ ◦ pi).
Meidän pitää vielä varmistaa, että avaruutemme X on Hausdorff. Olkoot q∗i ja
q∗j erilliset pisteet avaruudessa X. Jos pisteiden projektiot ovat eri, niin erillisten




, q∗i ∈ U∗1 (y∗1) ja
q∗j ∈ U∗2 (y∗2). Voimme merkitä
q∗i = [σ1σi] ja q
∗
j = [σ2σj] .
Oletusten mukaan σ1σiσ−1j σ
−1
2 on suljettu polku pinnalla X, mutta sen homotopia-
luokka ei ole ryhmän D alkio. Jos joukot U∗1 (y∗1) ja U∗2 (y∗2) leikkaavat, niin niiden
yhteisellä pisteellä olisi kaksi esitystä [σ1τi] = [σ2τj] ja σ1τiτ−1j σ
−1
2 kuuluisi ryhmään
D. Jos polkujen σi ja τi päätepisteet sijaitsevat samassa joukon U1 ∩ U2 yhtenäi-
sessä komponentissa, niin on helppoa nähdä, että polut τiτ−1j ja σiσ
−1
j ovat homo-
tooppiset. Tällöin σ1σiσ−1j σ
−1
2 kuuluu ryhmään D, mikä on ristiriita. Tästä seuraa
pisteiden qi ja qj ympäristöjen erillisyys. Olemme osoittaneet avaruuden X olevan
Riemannin pinta.




ovat joko erillisiä tai
identtisiä, kun U pysyy samana. Tästä puolestaan seuraa, että U∗ (y∗i ) on joukon
pi−1 (U) yhtenäinen komponentti. Tämän nojalla (X, pi) on pinnan Y peiteavaruus.
Nyt näytämme, että peiteavaruus (X, pi) vastaa aliryhmää D tai jotakin sen
konjugaattia. Valitaan aluksi piste p∗0 = [1], mikä on pisteestä p0 alkavan vakiopolun
ekvivalenssiluokka. Olkoon σ suljettu polku alkaen pisteestä p0, joka on parametri-
soitu joukolla [0, 1]. Merkitään polun σ rajoittumaa joukkoon [0, τ ] symbolilla στ .
Tällöin nostettu polku σ˜ : [0, 1] → X saadaan kaavalla σ˜ (τ) = [στ ]. Jos σ ∈ D,
niin σ1σ−10 = σ1 = σ ∈ D, joten σ˜ (1) = σ˜ (0) ja σ˜ on suljettu. Jos σ /∈ D, niin
σ1σ
−1
0 = σ1 = σ /∈ D, joten σ˜ ei ole suljettu.
Viimeiseksi osoitamme, että pi1 (X) on isomorfinen ryhmän D kanssa. Olkoon γ∗
suljettu polku alkaen pisteestä p0. Jos polku γ on γ∗:n projektio, niin γ on D:n alkio.
Lisäksi pi kuvaa keskenään homotooppiset polut γ∗1 ja γ∗2 keskenään homotooppisik-
si poluiksi γ1 ja γ2. Päättelemme, että projektio indusoi homomorfismin joukolta
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pi1 (X, p0) joukkoon D. Tämä on selvästi surjektio ja jos γ = 1, niin monodromia-
lause implikoi, että γ∗ = 1. Tämän nojalla pi on isomorfismi.
Voimme muotoilla tuloksen, jota tulemme jatkossa käyttämään usein.
Propositio 2.19. Jokaisella Riemannin pinnalla on yhdesti yhtenäinen peiteava-
ruus.
Proposition 2.18 avulla konstruoimme pinnan Y peiteavaruuden X siten että
perusryhmä pi1 (X) on isomorfinen valinnan D ⊂ pi1 (Y ) kanssa. Joten valitsemalla
D = {e} löydämme yhdesti yhtenäisen peiteavaruuden X.
Määritelmä 2.20. Olkoon X Riemannin pinta ja (X∗, F ) sen peiteavaruus. Pei-
tetransformaatioksi sanotaan homeomorfismia ϕ : X∗ → X∗, jolle F ◦ ϕ = F .
Olkoon x∗ piste peiteavaruudessa X∗ ja g jokin peitetransformaatio. Tällöin F :n
lokaalin homeomorfisuuden avulla löydämme löydämme pienen ympäristön U pis-
teelle x∗, jolle pätee g |U=
(
F |g(U)
)−1 ◦ F |U . Tämä osoittaa peitetransformaation
g analyyttisyyden.
Peitetransformaatioita kutsutaan englanniksi termein ’cover transformation’ ja
’deck transformation’. Seuraava intuitiivinen tulos antaa myös syyn ”transformaatio”-
sanan käytölle.
Propositio 2.21. Olkoon (X∗, F ) pinnan X peiteavaruus. Peitetransfromaatiolla ϕ
ei ole kiintopisteitä, ellei se ole triviaalikuvaus.
Todistus. Olkoon ϕ peiteavaruuden (X∗, F ) peitetransformaatio. Oletetaan, että
piste p∗ ∈ X∗ on ϕ:n kiintopiste. Väitämme, että ϕ on triviaalikuvaus. Peiteku-
vauksen F ominaisuuksista seuraa, että on olemassa p∗:n ympäristö V ∗ ⊂ X∗, jossa
F on injektio. Olkoon U∗ ⊂ V ∗ sellainen p∗:n ympäristö, jolle pätee ϕ (U∗) ⊂ V ∗.
Oletetaan, että q∗ ∈ U∗. Tällöin F (ϕ (q∗)) = F (q∗) ∈ F (V ∗). Koska q∗, ϕ (q∗) ∈ V ∗,
F :n injektiivisyydestä seuraa, että q∗ = ϕ (q∗). Nyt voimme päätellä, että jokaiselle
kiintopisteelle löytyy ympäristö, jonka jokainen piste on kiintopiste. Tämän perus-
teella kiintopisteiden joukko on avoin. Se on myös triviaalisti suljettu, jolloin peitea-
varuuden yhtenäisyydestä seuraa, että kiintopisteiden joukko on koko avaruus.
Tässä keskustelun aiheena olevilla transformaatioilla on suora yhteys transfor-
maatioryhmien teoriaan ja ryhmän toiminnan käsitteeseen. Palautamme mieleen,
että ryhmän G toiminta topologisessa avaruudessa X määritellään kuvauksena
φ : G×X → X ehdoilla:
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• φ (g, φ (h, x)) = φ (gh, x) kaikilla g, h ∈ G.
• φ (e, x) = x kaikilla x ∈ X, missä e ∈ G on triviaalialkio.
Tätä kutsutaan ryhmän vasemmaksi toiminnaksi. Vastaavasti voimme määritellä
myös oikean toiminnan. Helppo esimerkki ryhmän toiminnasta saadaan avaruu-
den X bijektioilla tai homeomorfismeilla. Tranformaatioryhmien teoriassa on ta-
pana merkitä lyhyesti φ (g, x) = gx. Emme tule käyttämään kumpaakaan merkintä-
tapaa, koska käsittelemme vain avaruuden X homeomorfismiryhmiä. Tämän takia
käytämme normaaleja kuvauksien merkintätapoja.
OlkoonX avaruus ja Γ ryhmä joka toimiiX:ssä. Tällöin merkintäX/Γ tarkoittaa
tekijäavaruutta, jossa on samaistettu pisteet x ja y, joille pätee g(x) = y, jollakin
g ∈ Γ. Transformaatioryhmien kontekstissa joukkoa Γx sanotaan pisteen x radaksi
ja avaruutta X/Γ sanotaan rata-avaruudeksi.
Määritelmä 2.22. Olkoon X Riemannin pinta ja Γ ryhmä joka toimii pinnalla X.
Oletetaan, että ryhmän Γ toiminta toteuttaa ehdot:
• Jokaisella pisteellä x ∈ X on olemassa avoin ympäristö V , jolle leikkaus g (V )∩
V on tyhjä kaikilla epätriviaaleilla alkioilla g ∈ Γ.
• Jos z, y ∈ X ja z /∈ Γy, niin on olemassa ympäristöt Vz ja Vy, joille leikkaus
g (Vz) ∩ Vy on tyhjä kaikilla g ∈ Γ.
Tällöin sanomme, että Γ toimii aidosti epäjatkuvasti pinnalla X.
Jatkuvuus on tässä määritelmässä terminä hieman harhaanjohtava. Englannin-
kielisessä kirjallisuudessa käytetään muun muassa termejä ’properly discontinuous ’
ja ’freely discontinuous ’. Määritelmä viittaa tavallaan ryhmän diskreettisyyteen, kos-
ka leikkaus g1 (V ) ∩ g2 (V ) on aina tyhjä erisuurilla gi.
Määritelmän 2.22 ensimmäisen ehdon toteuttavaa pisteen x ympäristöä V kut-
summe pisteen x mukavaksi Γ-ympäristöksi.
Propositio 2.23. Olkoon (X∗, F ) pinnan X peiteavaruus. Tällöin peitetransfor-
maatio ryhmä Γ toimii aidosti epäjatkuvasti avaruudessa X∗.
Todistus. Olkoon x∗ piste pinnalla X∗. Ensin tavoitteenamme on löytää pisteelle x∗
mukava Γ-ympäristö. Koska F on peitekuvaus, voimme valita ympäristöt Ux ⊂ X∗ ja
VF (x∗) ⊂ X, joille rajoittuman F |Ux : Ux → VF (x∗) on homeomorfismi. Olkoon γ ∈ Γ
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peitetransformaatio. Tällöin myös F :n rajoittuma joukkoon γ (Ux) on homeomorfis-
mi. Oletetaan, että leikkaus γ (Ux)∩Ux on epätyhjä. Valitaan piste z∗ ∈ γ (Ux)∩Ux.
Koska z∗, γ (z∗) ∈ γ (Ux) ja F (z∗) = F (γ (z∗)), F :n rajoittuman homeomorfisuu-
desta seuraa, että z∗ = γ (z∗). Proposition 2.21 nojalla γ on triviaalikuvaus. Tämän
nojalla voimme valita x∗:n mukavaksi Γ-ympäristöksi joukon Ux.
Olkoon z∗ ja y∗ pisteitä pinnalla X∗, joille pätee z∗ /∈ Γy∗. Oletetaan, että
F (z∗) = z 6= y = F (y∗) .
Nyt X ja X∗ ovat Hausdorff avaruuksia, Γ toteuttaa määritelmän 2.22 ensimmäisen
ehdon ja F on peitekuvaus. Tämän nojalla on olemassa pisteiden z ja y erilliset
ympäristöt Vz ja Vy ja pisteiden z∗ ja y∗ erilliset ja mukavat Γ-ympäristöt Uz ja Uy,
joille F |Uz : Uz → Vz ja F |Uy : Uy → Vy ovat homeomorfismeja. Olkoon γ ∈ Γ.
Oletetaan, että γ (Uz) ∩ Uy on epätyhjä. Tällöin
F (γ (Uz)) ∩ F (Uy) = Vz ∩ Vy
on epätyhjä. Tämä on ristiriita, joten Uz ja Uy toteuttavat määritelmän 2.22 toisen
ehdon, kun F (z∗) 6= F (y∗). Oletetaan, että
F (z∗) = z = y = F (y∗) .
Tällöin Γz∗∪Γy∗ ⊂ F−1 (y). Koska F on peitekuvaus, on olemassa y:n ympäristö V
ja avoimet erilliset joukot Ui joille F :n rajoittumat ovat homeomorfismeja ja ∪Ui =
F−1 (V ). Voimme valita joukoista Ui pisteiden z∗ ja y∗ ympäristöt Uz ja Uy. Olkoon
γ ∈ Γ. Oletetaan, että leikkaus γ (Uz)∩Uy on epätyhjä. Koska γ on homeomorfismi,
F :n rajoittuma joukkoon γ (Uz) on homeomorfismi. Koska γ (Uz) ⊂ F−1 (V ) ja F
on peitekuvaus, on pädettävä γ (Uz) = Uy. Tästä seuraa, että γ (z∗) = y∗, mikä on
ristiriita. Voimme nyt todeta, että joukot Uz ja Uy toteuttavat määritelmän 2.22
toisen ehdon.
Olemme todistaneet, että peitekuvaus määrää aidosti epäjatkuvasti toimivan
ryhmän peiteavaruudessa X∗. Seuraava tulos osoittaa, että pinnalla Y aidosti epä-
jatkuva toiminta määrittää toisen pinnan Z.
Propositio 2.24. Olkoon X∗ yhtenäinen Riemannin pinta ja Γ ryhmä analyyttisiä
homeomorfismeja, joka toimii aidosti epäjatkuvasti pinnalla X∗. Tällöin X = X∗/Γ
on Riemannin pinta projektion pi indusoimalla kartastolla, (X∗, pi) on sen peiteava-
ruus ja Γ on peitetransformaatioryhmä.
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Todistus. Osoitamme ensin, että X = X∗/Γ on Hausdorff. Olkoon x ja y eri pistei-
tä joukossa X. Valitaan jotkin edustajat x∗ ∈ pi−1 (x) ja y∗ ∈ pi−1 (y) pinnalta X∗.
Koska x∗ /∈ Γy∗ ja Γ toimii aidosti epäjatkuvasti pinnalla X∗, voimme valita ympä-
ristöt Ux ja Uy, joille leikkaus γ (Ux)∩Uy on tyhjä kaikilla γ ∈ Γ. Tästä seuraa, että
ΓUx ∩ ΓUy on tyhjä, jolloin voimme valita pisteiden x ja y erillisiksi ympäristöiksi
joukot pi (Ux) ja pi (Uy).
Olkoon x ∈ X. Tällöin pisteen x kartan saamme seuraavalla tavalla: Kiinni-
tämme pisteen x∗e ∈ pi−1 (x) ja x∗e:n mukavan Γ-ympäristön V ∗e . Jokaisella alkiolla
g ∈ Γ merkitsemme x∗g = g (x∗e) ja V ∗g = g (V ∗e ). Olkoon (U∗i , ϕ∗i )i∈I kokelma kaikista
pisteiden x∗g kartoista. Nyt jokaisella g ∈ Γ ja i ∈ I merkitsemme
A∗i = V
∗
g ∩ U∗i , Ai = pi (A∗i ) , pii = pi |A∗i ja ϕi = ϕ∗i ◦ pi−1i .
Eli ϕi on saadaan nostolla projektion pi avulla. Tällöin (Ai, ϕi) on x:n kartta. Meidän
täytyy osoittaa, että kuvaus ϕi ◦ ϕ−1j on analyyttinen määrittelyjoukossaan kaikilla
edellisellä tavalla määritellyillä x:n kartoilla (Ai, ϕi) ja (Aj, ϕj). Nyt




on kuvaus ϕj (Aj) → ϕi (Ai) ja se on analyyttinen, jos myös kuvaus pi−1i ◦ pij on
analyyttinen. Konstruktion perusteella on olemassa homeomorfismit gj, gi ∈ Γ, joilla
pätee, että A∗j ⊂ V ∗gj ja A∗i ⊂ V ∗gi . Voimme kirjoittaa





mikä osoittaa analyyttisyyden ja samalla sen, että olemme määritelleet kartaston
avaruuteen X. Tämän jälkeen voimme kutsua avaruutta X Riemannin pinnaksi.
Haluamme nyt osoittaa, että (X∗, pi) on pinnan X peiteavaruus. Olkoon x ∈ X.
Valitaan jokin edustaja x∗ ∈ pi−1 (x) ja sille mukava Γ-ympäristö U∗x . Valitaan x:n
ympäristöksi pi (U∗x). Tällöin pi−1 (U∗x) on erillinen yhdiste joukoista γ (Ux), jossa
γ ∈ Γ. Nyt pi:n rajoittuma joukkoon γ (Ux) on homeomorfismi jokaisella γ ∈ Γ.
Pinnan X määritelmän nojalla tiedämme, että pi ◦ g = pi kaikilla g ∈ Γ, joten
jokainen ryhmän Γ alkio on peitetransformaatio. Osoitamme vielä, että Γ sisältää
jokaisen peitetransformaation. Olkoon γ epätriviaali peitetransformaatio ja x∗ ∈ X∗.
Oletuksista seuraa, että on olemassa g ∈ Γ, jolla γ (x∗) = g (x∗). Jatkuvuudesta ja
yhtälöstä pi◦γ = pi seuraa, että γ = g pisteen x∗ mukavassa Γ-ympäristössä Vx. Tästä
seuraa se, että γ = g jossakin avoimessa joukossa V ⊂ X∗. Oletetaan, että pisteessä
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y∗ ∈ X∗ pätee yhtälö γ (y∗) 6= g (y∗). Tällöin on olemassa jokin toinen alkio g0 ∈ Γ,
jolla γ = g0 pisteen y∗ mukavassa Γ-ympäristössä Uy. Nyt tiedämme, että γ 6= g
jossakin avoimessa joukossa U . Voimme kirjoittaa U∪V = X∗, jolloinX∗ on erillinen
yhdiste avoimista joukoista. Tämä on ristiriita pinnan X∗ yhtenäisyyden kanssa,
joten γ = g. Päättelemme, että ryhmä Γ sisältää jokaisen peitetransformaation.
2.3 Riemannin pintoja ja möbiuskuvauksia
Tässä luvussa tutkimme, miten möbiuskuvaukset ja Riemannin pinnat liittyvät toi-
siinsa. Tavoitteena on näyttää kuinka tietyn tyyppiset möbiusryhmät ovat peitet-
ransformaatioryhmiä yhdesti yhtenäisillä Riemannin pinnoilla C, C ja H.





missä ad − bc 6= 0. Itseasiassa möbiuskuvaukset ovat pallon ainoita konformisia
homeomorfismeja. Pidämme möbiuskuvausten ja 2 × 2 matriisien välistä yhteyttä
tunnettuna ja käsittelemme niitä oleellisesti samoina objekteina. Lisäksi jatkossa
oletamme möbiuskuvausten olevan normaalimuodossa, jolloin ad− bc = 1. Iden-
tifioimme möbiuskuvausten ryhmän tekijäavaruuden PSL (2,C) = SL (2,C) / ± I






nojalla matriisien A ja −A edustamat möbiuskuvaukset ovat samat.
Määrittelemme ryhmän PSL (2,C) topologian luonnollisella tavalla C4:n topolo-




7→ (a, b, c, d)
topologian matriisiavaruudelle C2×2. SL (2,C) perii relatiivitopologian ja lopuksi
määrittelemme tekijätopologian avaruuteen PSL (2,C).
Möbiusryhmien yksi mielenkiintoisimpia topologisia ominaisuuksia on diskreet-
tisyys.
Määritelmä 2.25. Sanomme ryhmää Γ ⊂ PSL (2,C) diskreetiksi, jos jokaiselle
kohti alkiota I suppenevalle jonolle (An) löytyy n0 ∈ N, jolle pätee An = I kaikilla
n > n0.
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Määritelmässä alkio I voidaan korvata mielivaltaisella alkiolla A ∈ Γ, koska
limAn = A jos ja vain jos limA−1An = I.
Koska topologia on periytynyt euklidisesta avaruudesta, möbiuskuvauksien suppene-
minen tarkoittaa samaa, kuin matriisien kordinaattien ai, bi, ci ja di suppeneminen
kordinaatteihin a, b, c ja d.
Sanomme, että möbiuskuvaukset A ja B ovat konjugaatteja, jos on olemass-
sa möbiuskuvaus U , jolle pätee B = UAU−1. Möbiuskuvauksen jälki määritellään
kaavalla trA = ± (a+ d). Möbiuskuvauksen jälki on käytännössä sama kuin mat-
riisin jälki, mutta jäljen etumerkki ei ole yksikäsitteinen. Tämä johtuu siitä, että
matriisien A ja −A esittämä möbiuskuvaus on sama.
Olkoon A normaalimuotoinen möbiuskuvaus kordinaateilla a, b, c, d ∈ C, c 6= 0
ja B normaalimuotoinen möbiuskuvaus kordinaateilla α, β, 0, δ ∈ C. Tällöin




























jos α 6= δ. Jos α = δ, niin ∞ on B:n ainoa kiintopiste. Huomaamme, että epätrivi-
aalilla möbiuskuvauksella on yksi tai kaksi kiintopistettä.
Olkoon A niin kuin yllä ja C normaalimuotoinen möbiuskuvaus kordinaateilla














(aα + cβ) δ − (bα + dβ) γ (bα + dβ)α− (aα + cβ) β




Tästä voimme laskea möbiuskuvauksen CAC−1 jäljen
(aα + cβ) δ − (bα + dβ) γ + (bγ + dδ)α− (aγ + cδ) β
=aαδ + cβδ − bαγ − dβγ + bαγ + dαδ − aβγ − cβδ
=a (αδ − βγ) + d (αδ − βγ)
=a+ d.
Tämä osoittaa sen, että kahdella konjugoidulla möbiuskuvauksella on sama jälki.
Jälki ja kiintopisteiden lukumäärä jakaa möbiuskuvaukset konjugoinnin suhteen kol-
meen eri luokkaan.
Lemma 2.26. Möbiuskuvaukselle A 6= I seuraavat ehdot ovat yhtäpitäviä:
• A voidaan konjugoida kuvaukseksi z 7→ z + 1.
• A:n kiintopisteiden lukumäärä on yksi.
• A:n jäljelle pätee: trA = ±2.
Jos ehdot pätevät A:lle, niin kutsumme sitä paraboliseksi.
Lemma 2.27. Kahden kiintopisteen möbiuskuvaukselle A seuraavat ehdot ovat yh-
täpitäviä:
• A voidaan konjugoida kuvaukseksi z 7→ eiθz/e−iθ = e2iθz, missä θ 6= pi.
• A:n jäljelle pätee: trA ∈ (−2, 2).
Jos ehdot pätevät A:lle, niin kutsumme sitä elliptiseksi.
Lemma 2.28. Kahden kiintopisteen möbiuskuvaukselle A seuraavat ehdot ovat yh-
täpitäviä:
• A voidaan konjugoida kuvaukseksi z 7→ λz/λ−1 = λ2z, missä |λ| > 1.
• A:n jäljelle pätee: trA ∈ C \ [−2, 2].
Jos ehdot pätevät A:lle, niin kutsumme sitä loxodromiseksi.
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Todisus kolmelle edelliselle lemmalle. Tiedämme, että möbiuskuvauksen jälki säilyy
konjugoinnissa. Kolmea edellistä lemmaa varten on riittävää, että kiintopisteiden
lukumäärä säilyy konjugoinnissa. Olkoot A ja B epätriviaaleja möbiuskuvauksia.
Oletetaan, että z möbiuskuvauksen A kiintopiste. Tällöin pätee yhtälö
BAB−1 (B (z)) = BA (z) = B (z) .
Oletetaan, että z on möbiuskuvauksen BAB−1 kiintopiste. Tällöin pätee yhtälö









Jos A:lla on kaksi kiintopistettä, niin BAB−1:llä on kaksi kiintopistettä. Jos A:lla
on yksi kiintopiste, niin BAB−1 ei voi olla kahta kiintopistettä, koska tällöin A:lla
olisi kaksi kiintopistettä.
Tulemme huomamaan, että erityisen mielenkiintoisia ovat loxodromiset kuvauk-
set joiden jälki on reaalinen. Kutsumme näitä möbiuskuvauksia hyperbolisiksi.
Olemme valmiita tutkimaan kuinka möbiusryhmien toiminta pinnoilla C, C ja
H määrittelee toisia Riemannin pintoja. Pyrimme rakentamaan möbiuskuvauksista
peitetransformaatioryhmiä.
Epätriviaalilla möbiuskuvauksella on aina vähintään yksi kiintopiste Riemannin
pallolla C, joten proposition 2.21 nojalla pallon peitetransformaatioryhmä on aina
triviaali.
Kun rakennamme tasolle C peitetransformaatioryhmää, ryhmän alkioiden kiin-
topisteet ”mahtuvat” vain pisteeseen∞. Päättelemme, että hypoteettisessa ryhmäs-
sämme Γ on oltava vain parabolisia kuvauksia z 7→ z + a, jollakin a ∈ C. Raken-
namme seuraavaksi kaksi oleellisesti erilaista ryhmää jotka osoittautuvat isomorfiaa
vaille ainoiksi epätriviaaleiksi transformaatioryhmiksi Riemannin pinnalla C.
Olkoon Γ kuvauksen z 7→ z+2pi virittämä ryhmä. Olkoon z ∈ C. Tällöin voimme
valita pisteen z mukavaksi Γ-ympäristöksi joukon Vz = D (z, 1). Olkoon x, y ∈ C,
joille pätee x 6= y + 2pik kaikilla k ∈ Z. Haluamme löytää ympäristöt Ux ja Uy
joille leikkaus γ (Ux) ∩ Uy tyhjä kaikilla γ ∈ Γ. Jos Im (x) 6= Im (y), niin voim-
me valita r = |Im (x)− Im (y)| /3 säteiset kiekot ympäristöiksi pisteille x ja y. Jos
Im (x) = Im (y), niin on olemassa k1, joka minimoi suureen |Re (x) + 2pik1 − Re (y)|.
Nyt valitsemme pienet kiekot ympäristöiksi pisteille x+2pik1 ja y. Tämä osoittaa Γ:n
toimivan aidosti epäjatkuvasti pinnalla C. Näin saatu Riemannin pinta X = C/Γ on
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äärettömän pitkä lieriö R× S1. Toisaalta eksponenttikuvaus (x, θ) 7→ ex+θi osoittaa
sen olevan ekvivalentti punkteeratun tason C\{0} kanssa. Virittävän alkion vaihta-
minen möbiuskuvaukseen z 7→ z+a, jollakin a ∈ C, ei muuta ryhmän muodostamaa
pintaa topologisesti erilaiseksi.
Olkoon Γ kuvausten z 7→ z + 2pi ja z 7→ z + 2pii virittämä ryhmä. Olkoon
z ∈ C. Tässäkin tapauksessa voimme valita joukon D (z, 1) pisteen z mukavaksi Γ-
ympäristöksi. Olkoot x, y ∈ C, joille x /∈ Γy. Haluamme taas löytää ympäristöt Ux
ja Uy joille leikkaus γ (Ux) ∩ Uy tyhjä kaikilla γ ∈ Γ. Tämä menee lähes vastaavasti
kuin edellinen esimerkki. On helppoa nähdä, että voimme valita pisteiden x+2pik1 +
i2pik2, missä k1, k2 ∈ Z, muodostamista nelikulmioista pienimmän nelikulmion Λ,
jolle piste y kuuluu nelikulmion Λ määräämään umpinaiseen joukkoon. Nyt täytyy
vain valita pienet erilliset kiekot näille pisteille. Tämä osoittaa Γ:n toimivan aidosti
epäjatkuvasti pinnalla C Tällä kertaa Riemannin pinta X = C/Γ on torus T =
S1 × S1. Virittävät alkiot voidaan vaihtaa mielivaltaisiin parabolisiin kuvauksiin
z → z + a ja z → z + b, jos suhde a/b ei ole reaalinen. Tämä 2pi:n ja 2pii:n vaihto
mielivaltaisiin lukuihin a ja b ei muuta muodostuvaa Riemannin pintaa topologisesti.
Seuraavaksi osoitamme, että kolme toisistaan lineaarisesti riippumatonta alkiota
eivät voi virittää aidosti epäjatkuvasti toimivaa möbiusryhmää. Olkoon Γ ryhmä, jo-
ka toimii aidosti epäjatkuvasti pinnalla C ja A, B ja C ryhmän Γ alkioita. Oletetaan,
että A ja B virittävät aidosti epäjatkuvan ryhmän kuten yllä ja Cn /∈ Γ1 = 〈A,B〉
kaikilla n ∈ Z.
Olkoon x ∈ C ja tutkitaan jonoa ([Cn (x)]) avaruudessa T = C/〈A,B〉. Ole-
tetaan, että on olemassa m,n, joille m 6= n ja [Cn (x)] = [Cm (x)]. Tästä seuraa,
että Cm−n ∈ Γ1, mikä on ristiriita, joten jonon ([Cn (x)]) kaikki alkiot ovat toisis-
taan poikkeavia. Koska T on edellisen esimerkin nojalla kompakti, jonolla on ka-
sautumispiste [x0] ∈ T . Valitaan mielivaltainen edustaja x0 ∈ [x0]. Koska Γ toimii
aidosti epäjatkuvasti, on olemassa x0:n mukava Γ-ympäristö U0. Nyt on olemassa
n ∈ N siten, että [Cn (x)] ∈ pi (U0) ⊂ T . Tämä puolestaan tarkoittaa sitä, että
Cn (U0) ∩ G (U0) on epätyhjä jollakin G ∈ Γ1 ⊂ Γ. Tämä on ristiriita, joten Γ ei
toimi aidosti epäjatkuvasti pinnalla C.
Seuraavaksi tutkimme pinnasta H muodostuvia Riemannin pintoja. Ensin etsim-
me ne möbiuskuvaukset jotka kuvaavat ylemmän puolitason itselleen.
Lemma 2.29. Möbiuskuvaukselle A ∈ PSL (2,C) pätee A (H) = H, jos ja vain jos
A ∈ PSL (2,R).
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Todistus. Pidämme tunnettuna, että möbiuskuvaukset kuvaavat yleistetyt ympyrät






ac |z|2 + adz + bcz + bd
|cz + d|2 =
ac |z|2 + adz + adz − z + bd
|cz + d|2
saamme tuloksen
Im (A (z)) =
Im (z)
|cz + d|2 . (2.29.1)
Tämän nojalla voimme todeta, että A (H) ⊂ H, kun A ∈ PSL (2,R). Kuvauksen A
bijektiivisyydestä seuraa, että H ⊂ A−1 (H). Toisaalta myös A−1 ∈ PSL (2,R), joten
yhtälöt A−1 (H) ⊂ H ja H ⊂ A (H) pätevät. Nyt voimme päätellä, että A (H) = H.














(a+ kd) = a (a+ k/a) = a2 + k ∈ R





(ai+ kd) = a (ai+ k/a) = a2i+ k = −α2i+ k,
mikä on ristiriita sen kanssa, että A (i) ∈ H.
















Nämä kolme möbiuskuvausta ovatH-invariantteja, koskaA jaB ovatH-invariantteja.
Äskeisen perusteella voimme päätellä, että kukin kolmesta möbiuskuvauksesta kuu-
luvat ryhmään PSL (2,R), jos toisen rivin ensimmäinen kordinaatti on nolla. Tästä
päättelemme, että A ∈ PSL (2,R), jos a = 0, b = 0 tai d = 0.





















Determinantista saamme yhtälön a2 (kb,d + kbkc) = 1. Koska kertoimet ki ovat reaa-





(i− kb) (−kci+ kb,d)
|kci+ kb,d|2
=
kc + ikb,d + ikbkc − kbkb,d
|kci+ kb,d|2
ja päättelemme, että kb,d + kbkc on positiivinen reaaliluku, jolloin myös a2 on posi-
tiivinen reaaliluku ja siten a on reaaliluku. Tästä voimme päätellä, että b, c, d ∈ R,
jolloin voimme todeta, että A ∈ PSL (2,R).
Epätriviaaleilla peitetransformaatioilla ei ole kiintopisteitä, joten kun etsimme
peitetransformaatioryhmää pinnalle H, möbiuskuvauksen kiintopisteiden pitää sijai-
ta laajennetulla reaalisuoralla. Jos A ∈ PSL (2,R) ja c 6= 0, niin kiintopisteiden et-
sintä johtaa yhtälöön 2.25.1, jossa esiintyy diskriminantti
√
(trA)2 − 4. Tästä voim-
me päätellä, että A:n kiintopisteet ovat reaalisia, jos ja vain jos (trA)2 ≥ 4. Tämä
tarkoittaa sitä, että voimme rajoittua tutkimaan ryhmän PSL (2,R) parabolisia ja
hyperbolisia (loxodromisia) alkioita.
Määrittelemme vielä hyperbolisen metriikan. Olkoon x, y ∈ H ja γ välillä [0, 1]







Määritelmä 2.30. Hyperbolinen metriikka dH : H×H→ R määritellään kaa-
valla
dH (x, y) = inf (lH (γ) | γ ∈ C ([0, 1] ,H) , γ (0) = x ja γ (1) = y) .
Emme todista tässä tutkielmassa, että dH on metriikka. Vastaavasti voimme





1− |σ (t)|2 dt.
Molemmat hyperboliset metriikat pystytään ilmaisemaan myös ilman polkuintegraa-
lia. Voidaan osoittaa, että dH toteuttaa yhtälön








Seuraavaksi osoittautuu, että ryhmän PSL (2,R) alkiot ovat isometrioita hyper-
bolisen metriikan suhteen.
Propositio 2.31. Hyperbolinen möbiuskuvaus A ∈ PSL (2,R) on isometria hyper-
bolisessa avaruudessa (H, dH).
Todistus. Olkoon x, y ∈ H ja A ∈ PSL (2,R). Väitämme, että dH (A (x) , A (y)) =
dH (x, y). Olkoon α polku jonka päätepisteitä ovat x ja y. Voimme laskea, että
lH (A ◦ α) =
∫ 1
0
∣∣(A ◦ α)′ (t)∣∣




|A′ (α (t))| |α′ (t)| 1





|cα (t) + d|2 |α










= lH (α) ,
missä käytimme yhtälöä 2.29.1. Koska yhtälö lH (α) = lH (A ◦ α) pätee kaikilla pis-
teet x ja y yhdistävillä poluilla α, tämän perusteella dH (A (x) , A (y)) = dH (x, y).
Hyperbolinen metriikka määrittelee hyperboliseen geometrian janat, eli lyhyim-
män mahdollisen polun kahden pisteen välillä. Hyperbolinen geometria on siitä mer-
kittävä, että siinä Eukleideksen (n. 300eaa.) paralleeliaksiooma ei päde. Hyperbo-
lisessa avaruudessa on siis mahdollista piirtää äärettömän monta suoran L kanssa
yhdensuuntaisia suoraa, jotka kulkevat pisteen P /∈ L kautta. Euklidisessa tasossa
tälläisiä suoria on täsmälleen yksi.
Seuraava tuloksemme karakterisoi paljon konkreettisemmin ryhmän Γ, joka toi-
mii aidosti epäjatkuvasti joukossa H.
Lause 2.32. Olkoon Γ ryhmän PSL (2,R) aliryhmä. Tällöin Γ toimii aidosti epä-
jatkuvasti hyperbolisessa avaruudessa, jos ja vain jos se on diskreetti ja sen epätri-
viaaleilla alkioilla ei ole kiintopisteitä joukossa H.
Todistus. Oletetaan, että Γ toimii aidosti epäjatkuvasti joukossa H. Tällöin on sel-
vää, että Γ:n epätriviaaleilla alkioilla ei ole kiintopisteitä. Oletetaan, että on olemas-
sa jono (Ai) ryhmän Γ alkiota, joka suppenee vakiokuvaukseen I. Voimme merkitä
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Ai:n koordinaatteja symbolein ai, bi, ci ja di, joista jonoina ai ja di suppenevat kohti
ykköstä ja bi ja ci suppenevat kohti nollaa. Olkoon z ∈ H ja V pisteen z mukava
Γ-ympäristö. Nyt jono (Ai (z)) suppenee kohti lukua z, joten jollakin Ai pätee, että
Ai(z) ∈ V . Tästä seuraa, että Ai (V ) ∩ V on epätyhjä. Tämä on ristiriita, joten Γ
on diskreetti.
Oletetaan, että Γ ei toimi aidosti epäjatkuvasti joukossa H. Haluamme osoittaa,
että Γ ei ole diskreetti eli etsiä epävakion jonon Γ:n alkioita, joka suppenee.
Oletetaan, että Γ ei toteuta määritelmän 2.22 ensimmäistä ehtoa. Nyt on olemas-
sa piste z0 ∈ H, jolla ei ole olemassa mukavaa Γ-ympäristöä. Haluamme konstruoida
jonon pareja (zn, An), joille pätee An (z0) = zn ja zn → z0. Valitaan t ∈ ]0, 1]. Tällöin
on olemassa sellainen At ∈ Γ, jolle leikkaus At (DH (z0, t)) ∩ DH (z0, t) on epätyh-
jä. Valitsemme sellaisen x ∈ DH (z0, t), jolle At (x) ∈ DH (z0, t). Tällöin voimme
arvioida
dH (z0, A (z0)) ≤ dH (z0, A (x)) + dH (A (x) , A (z0))
= dH (z0, A (x)) + dH (x, z0)
< 2t,
missä käytimme proposition 2.31 tietoa, että möbiuskuvaus A ∈ PSL (2,R) on
isometria hyperbolisessa avaruudessa. Valitsemme jonon (An) siten, että leikkaus
An (DH (z0, 1/n))∩DH (z0, 1/n) on epätyhjä jokaisella n. Merkitsemme zn = An (z0).
Tällöin edellisten arvioiden nojalla dH (zn, z0) < 2/n, joten jono (zn) suppenee kohti
lukua z0.
Haluamme osoittaa, että jono (An+1 ◦ A−1n ) suppenee. Siirrämme ongelmamme
yksikkökiekkoon. Olkoon F ∈ PSL (2,C) sellainen, että F (H) = D. Merkitsemme
Bn = FAnF
−1 ja ζn = F (zn) kaikilla n ≥ 0. Tällöin pätee yhtälö
Bn (ζ0) = FAnF
−1 (ζ0) = FAn (z0) = F (zn) = ζn
kaikilla n > 0. Pidämme tunnettuna, että yksikkökiekon paikoillaan pitävä möbius-












Näille valituille kuvauksille pätee φn (0) = ζn. Olemme valinneet nyt sellaiset ku-
vaukset, että




n+1 ◦Bn+1 ◦B−1n ◦ φn
pätee yhtälö Cn (0) = 0. Koska Cn pitää kiekon paikoillaan, se voidaan kirjoit-
taa muodossa 2.32.1 ja a:n on oltava 0. Päättelemme, että Cn (z) = λnz, jollakin
|λn| = 1. Koska yksikköympyrän kehä on kompakti, niin löydämme jonolle (λn)
suppenevan osajonon. Merkitään jonon raja-arvoa symbolilla λ0 ja sitä vastaavaa
möbiuskuvausta symbolilla C0. Koska φn → φ0, voimme todeta, että
Bn+1 ◦B−1n = φn+1 ◦ Cn ◦ φ−1n → φ−10 ◦ C0 ◦ φ0.
Koska jono (Bn+1 ◦B−1n ) suppenee, myös jono (An+1 ◦ A−1n ) suppenee. Tämä osoit-
taa sen, että Γ ei ole diskreetti.
Oletetaan, että Γ ei toteuta määritelmän 2.22 toista ehtoa. Haluamme osoittaa,
että määritelmän ensimmäinen ehto ei päde. Valitaan pisteet x, y ∈ H, joille x /∈ Γy
ja joiden jokaiselle ympäristölle Ux ja Uy on olemassa A ∈ Γ siten, että A (Ux)∩Uy on
epätyhjä. Aiomme konstruoida Γ:n alkioista jonon (An), jolle pätee An (x)→ y. En-
nen jonon konstruoimista näytämme, että jonon olemassa olo implikoi väitteemme.
Oletetaan, että tälläinen jono ja y:n mukava Γ-ympäristö Uy ovat olemassa. Tällöin
on olemassa Am ja Ak, joilla Am (x) , Ak (x) ∈ Uy. Nyt leikkaus AmA−1k (Uy)∩Uy on
epätyhjä, mikä on ristiriita sen kanssa, että Uy on mukava Γ-ympäristö.
Olkoon t > 0 ja merkitään Dt,x = DH (x, t) ja Dt,y = DH (y, t). Oletusten nojalla
on olemassaBt, jolle joukotBt (Dt,x) jaDt,y leikkaavat. Merkitään joukkojen yhteistä
pistettä symbolilla y′ = Bt (x′) ∈ Dt,y. Nyt pätee
dH (y,Bt (x)) ≤ dH (y, y′) + dH (y′, Bt (x)) < t+ dH (x′, x) < 2t,
missä käytimme propositiota 2.31. Toisaalta tiedämme, että dH (y,Bt (x)) > 0, koska
oletusten nojalla y /∈ Γx. Voimme vastaavasti määritellä kuvauksen Bt kaikilla t > 0.
Nyt teemme valinnat An = B 1
n
, jolloin dH (y, An (x)) < 2/n. Olemme löytäneet
vaaditun jonon.
Nyt tiedämme, että jos Γ:n toiminta on aidosti epäjatkuvaa, niin Γ on diskreetti,
eikä sen epätriviaaleilla alkioilla ole kiintopisteitä. Jos Γ:n toiminta ei ole aidosti
epäjatkuvaan, niin Γ ei ole diskreetti. Olemme osoittaneet väitteen.
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3 Differentiaalilaskentaa Riemannin pinnoilla
3.1 Differentiaalimuodot
Palautamme mieleen, että sileällä funktiolla f avaruudessa Rn tarkoitamme, että
funktio f : Rn → R on C∞. Yleisesti kuvaus f , jonka lähtö- tai maalijoukkona on
Riemannin pinta X, on sileä, jos sen lokaali esitys karttojen suhteen on C∞. Olkoon
X Riemannin pinta ja p ∈ X. Määrittelemme polkujen joukon
C (p) = {α : ]−ε, ε[→ X | ε > 0, α (0) = p, α on sileä} .
Polku on sileä pinnalla X, jos se on lokaalien karttojen suhteen sileä. Tämä noudat-
taa yllä esitettyä määritelmää sileälle kuvaukselle. Olkoon (U,ϕ) pisteen p ympäris-
tössä määritelty kartta. Määrittelemme joukon C (p) ekvivalenssirelaation kaavalla
α ∼p β ⇔ (ϕ ◦ α)′ (0) = (ϕ ◦ β)′ (0) .
Tarvittaessa pienennetään polun määrittelyväliä ]−ε, ε[, jotta kuvaus ϕ◦α on hyvin
määritelty.
Olkoon f sileä funktio pinnalla X ja p piste pinnalla X. Jos p:n ympäristössä
määritellyllä kartalla (U, φ) pätee5 (f ◦ φ−1)φ(p) = 0, niin sanomme että f on vakio
ensimmäistä astetta pisteessä p. Määrittelemme pisteen p ympäristössä sileiden
kuvausten ekvivalenssirelaation h ∼p g, jos h − g on vakio ensimmäistä astetta
pisteessä p. Tämä on selvästi ekvivalenssirelaatio joukossa
C∞ (p) = {f : U → R | f on sileä, U on jokin p:n ympäristö} .
Todetaan seuraavaksi, että kumpikaan edellä määritellyistä ekvivalenssirelaa-
tioista ei ole kartasta riippuva. Olkoot kartat (U, φ) ja (V, ψ) määritelty pisteen p
ympäristössä. Olkoon lisäksi polut α ja β joukon C (p) alkioita ja funktiot f ja g
joukon C∞ (p) alkioita. Oletetaan, että
(φ ◦ α)′ (0) = (φ ◦ β)′ (0) ja 5 (f ◦ φ−1)
φ(p)




Tällöin voimme laskea, että
(f ◦ α)′ (0) = 5 (f ◦ ψ−1)
ψ(p)
· (ψ ◦ α)′ (0)
= 5 (f ◦ φ−1 ◦ φ ◦ ψ−1)
ψ(p)
· (ψ ◦ φ−1 ◦ φ ◦ α)′ (0)
= 5 (f ◦ φ−1)
φ(p)
·D (φ ◦ ψ−1)
ψ(p)
·D (ψ ◦ φ−1)
φ(p)
· (φ ◦ α)′ (0)
= 5 (g ◦ φ−1)
φ(p)
·D (φ ◦ ψ−1)
ψ(p)
·D (ψ ◦ φ−1)
φ(p)
· (φ ◦ β)′ (0)
= 5 (g ◦ ψ−1)
ψ(p)
· (ψ ◦ β)′ (0)
= (g ◦ β)′ (0) .
(3.0.1)
Näemme tästä, että ekvivalenssirelaatiot eivät riipu kartan valinnasta.
Määritelmä 3.1. Pinnan X tangenttiavaruus TXp pisteessä p on C (p) / ∼p.
Koska nimitys ’tangenttiavaruus’ viittaa vahvasti lineaariavaruuteen, on hyvä
tässä kohtaa antaa perustelut nimitykselle.
Lemma 3.2. Olkoon p piste Riemannin pinnalla X ja ϕ karttakuvaus, joka on p-
keskinen. Tangenttiavaruus TXp on lineaariavaruus varustettuna operaatioilla
[α] + [β] =
[
ϕ−1 ◦ (ϕ ◦ α + ϕ ◦ β)] ja a [α] = [ϕ−1 ◦ (a (ϕ ◦ α))] .
Propositio 3.3. Avaruus TXp on kaksiulotteinen R-lineaarinen vektoriavaruus.
Todistus. Olkoon p ∈ X ja p-keskinen kartta (U,ϕ). Tutkimme kuvausta ∆ϕ : TXp →
C, joka on määritelty kaavalla ∆ϕ ([γ]) = (ϕ ◦ γ)′ (0). Kuvauksen lineaarisuus seu-
raa derivaatan ominaisuuksista, joten näytämme sen bijektiivisyyden. Määritellään
polut αz : R→ C kaavalla αz (t) = ϕ+tz, kaikilla z ∈ C. Määritellään lisäksi kuvaus
Ψ: C→ TXp kaavalla Ψ (z) = [ϕ−1 ◦ αz]. Tällöin






ϕ ◦ ϕ−1 ◦ αz
)′
(0) = (αz)
′ (0) = z.
Toisaalta jos merkitään (ϕ ◦ γ)′ (0) = y, niin
(Ψ ◦∆ϕ) ([γ]) = Ψ
(
(ϕ ◦ γ)′ (0)) = Ψ (y) = [ϕ−1 ◦ αy] = [γ] .
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Tarkastellaan p-keskistä karttaa (U,ϕ) ja polkuja z1, z2 : (−ε, ε) → X, jotka on
määritelty kaavalla
z1 (t) = ϕ
−1 (t) ja z2 (t) = ϕ−1 (it) .
Tällöin ∆ϕ ([z1]) = (ϕ ◦ z1)′ (0) = 1 ja ∆ϕ ([z2]) = (ϕ ◦ z2)′ (0) = i. Päättelemme,
että [z1] ja [z2] ovat eräät tangenttiavaruuden virittäjäalkiot proposition 3.3 todis-
tuksen perusteella.
Määritelmä 3.4. Pinnan X (reaalinen) kotangenttiavaruus T ∗Xp pisteessä p
on joukko C∞ (p) / ∼p.
Kotangenttiavaruudella on luonnollinen vektoriavaruuden struktuuri, mikä pe-
riytyy reaaliarvoisten funktioiden ominaisuuksista:
(f + g) (x) = f (x) + g (x) , (af) (x) = a · f (x) .
Merkitsemme kotangettiavaruuden ekvivalenssiluokkia symbolilla [df ]p. Otamme tä-
män merkinnän käyttöön, koska ekvivalenssirelaatio on määritelty derivaatan avulla.
Lisäksi tämä merkintä toimii, koska T ∗Xp osoittautuu TXp:n duaaliksi nimenomaan
derivaatan avulla. Seuraavaksi siirrymme tutkimaan tätä ilmiötä.
Olkoon f sileä p:n ympäristössä. Määrittelemme funktion f ulkoisen derivaa-
tan pisteessä p lineaarisena operaattorina dfp : TXp → R
dfp ([γ]) = (f ◦ γ)′ (0) .
Operaattorin dfp lineaarisuus seuraa derivaatan lineaarisuudesta. Ekvivalenssiluokka
[df ]p ∈ T ∗Xp voidaan luonnollisella tavalla ajatella lineaarisena operaattorina dfp
ja kaavasta 3.0.1 näemme, että operaattori ei riipu ekvivalenssiluokan edustajan
valinnasta.
Lemma 3.5. Olkoon X Riemannin pinta, p ∈ X ja (U, x) pisteen p ympäristössä
määritelty kartta. Merkitään x = (x1, x2) (tai x (u) = x1 (u) + ix2 (u)). Tällöin pari
((dx1)p , (dx2)p) virittää avaruuden TXp duaalin (TXp)
∗.
Todistus. Proposition 3.3 jälkeisen pohdinnan perusteella polut z1 ja z2 virittävät
avaruuden TXp, joten niiden duaalialkiot z∗1 ja z∗2 virittävät avaruuden T ∗Xp. Riittää
siis osoittaa, että z∗i = (dxi)p. Duaalialkiot toteuttavat yhtälön
z∗i ([zj]) = δij.
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Olkoon a, b ∈ R. Tällöin
z∗1 (a [z1] + b [z2]) = z
∗
1 (a [z1]) + z
∗
1 (b [z2]) = a.
Toisaalta
(dx1)p (a [z1] + b [z2]) = a (x1 ◦ z1)′ (0) + b (x1 ◦ z2)′ (0) = a · 1 + b · 0 = a.
Toinen koordinaatti menee vastaavasti.
Koska kotangenttiavaruus T ∗Xp sisältää avaruuden TXp duaalin virittäjäalkiot,
on selvää, että T ∗Xp on TXp:n duaali.
Määritelmä 3.6. Riemannin pinnan X tangenttikimppu TX ja kotangentti-








Määritelmä 3.7. Olkoon X Riemanin pinta ja f : X → R sileä. Määrittelemme
kuvauksen f ulkoisen derivaatan operaattorina df : X → T ∗X. Pisteessä p ∈ X
operaattorin kuva-alkio dfp on lineaarikuvaus TXp → R määriteltynä kaavalla
dfp ([γ]) = (f ◦ γ)′ (0) .
Sileä yksimuoto α pinnalla X on kuvaus α : X → T ∗X, jolle α (p) ∈ T ∗Xp
kaikilla p ∈ X. Lisäksi α on sileä muuttujan p suhteen. Olkoon x = (x1, x2) lokaali
kartta pisteen p ympäristössä, tällöin voimme kirjoittaa
α (p) = α1 (p) dx1 + α2 (p) dx2
(
⇔ [α]p = α1 [dx1]p + α2 [dx2]p
)
.
Yllä mainittu kuvauksen α sileys tarkoittaa, että kuvaukset α1 ja α2 ovat sileitä lo-
kaaleissa kartoissa. Voidaan määritellä yleisemmin yksimuoto α, jolle αi ei ole sileä.
Me olemme kiinnostuneita vain sileistä yksimuodoista (ja myöhemmin sileistä kak-
simuodoista), joten jatkossa kutsumme sileitä yksimuotoja lyhyesti yksimuodoiksi.
Propositio 3.8. Olkoon f : X → R sileä funktio. Tällöin df on yksimuoto.
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Nyt Di (f ◦ x−1) on sileä joukossa x (U) ⊂ C, joten funktio p 7→ Di (f ◦ x−1)x(p) on







f ◦ x−1) ◦ x) (p) = Di (f ◦ x−1)x(p)








Lokaalin esityksen avulla näemme, että df on yksimuoto.
Propositio 3.9. Olkoon X yhtenäinen Riemannin pinta ja f : X → R sileä funktio.
Jos df = 0, niin f on vakiofunktio.
Todistus. Nyt jokaisessa kartassa (U, x) funktion f osittaisderivaatat lokaalin kartan
suhteen häviävät joukossa x (U), joten f ◦x−1 on vakio joukossa x (U). Tällöin f on
vakio joukossa U ja yhtenäisyyden nojalla f on vakio koko pinnalla X.
Olkoon F : X → Y sileä kuvaus Riemannin pintojen välillä. Edellisten määritel-
mien jälkeen osaamme määritellä myös lineaarisen kuvauksen dF : TXp → TYF (p)
kaavalla
dF ([γ]) = [F ◦ γ] .
Toisaalta voimme määritellä myös lineaarikuvauksen dF ∗p : T ∗YF (p) → T ∗Xp. Olkoon





([γ]) = αF (p) ([F ◦ γ])
Oletetaan, että α on yksimuoto pinnalla Y . Määrittelemme ’pull-back’-muodon
F ∗ (α) asettamalla








Tällöin F ∗ (α) on yksimuoto pinnalla X. Olkoon pari (U, x) kartta pinnalla X ja pari
(V,w) kartta pinnalla Y . Oletetaan, että F (U)∩V ei ole tyhjä. Tällöin yksimuodolla
α mahdollisesti pienemmissä ympäristöissä voimme kirjoittaa
F ∗ (α) = F ∗ (a1 dw1 + a2 dw2) = (a1 ◦ F ) d (w1 ◦ F ) + (a2 ◦ F ) d (w2 ◦ F ) .
Sijoittamalla yhtälön
d (wi ◦ F ) = ∂ (wi ◦ F )
∂x1
dx1 +
∂ (wi ◦ F )
∂x2
dx2
edelliseen yhtälöön saamme yhtälön
F ∗ (α) =
∑




(ai ◦ F ) ∂ (wi ◦ F )
∂x2
dx2. (3.9.1)
Voimme ilmaista tämän matriisiyhtälönä
F ∗ (α) =
(











· (dx1, dx2) , (3.9.2)
missä · on pistetulo.




Ω1X = {ω : X → T ∗X | ω on sileä yksimuoto} .
Propositio 3.10. Olkoon X riemannin pinta. Ulkoinen derivaatta d : Ω0X → Ω1X on
varustettu seuraavilla ominaisuuksilla:
1. Jos f, g ∈ Ω0X , niin d(fg) = g · df + f · dg, missä fg on pisteittäinen tulo.
2. Jos F : X → Y on sileä, niin d (F ∗f) = F ∗ (df), missä f ∈ Ω0Y ja F ∗ (f) =
f ◦ F .




























= g dfp + f dgp.
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Tästä näemme, että tämä tulos yleistyy koko pinnan ulkoiselle derivaatalle.
Toista väitettä varten aloitamme yhtälön vasemmasta puolesta. Nyt propositios-
sa 3.8 esiintyneiden laskujen nojalla pätee
d (F ∗f) (p) = d (f ◦ F ) (p) = 5 (f ◦ F ◦ x−1)
x(p)
· (dx1, dx2) .
Toisaalta yhtälöstä 3.9.2 saamme lokaalin tuloksen



















= 5 (f ◦ w−1)
w◦F (p)D
(
w ◦ F ◦ x−1)
x(p)
· (dx1, dx2)
= 5 (f ◦ w−1 ◦ w ◦ F ◦ x−1)
x(p)
· (dx1, dx2)
= d (F ∗f) (p) .
Lokaali tulos yleistyy koko pinnalle, joten olemme osoittaneet väitteen.
Olkoon α yksimuoto Riemannin pinnalla X ja γ : [0, 1]→ X sileä polku. Olete-
taan, että γ [0, 1] sisältyy yhteen karttaan U . Käytämme lokaalia esitystä γ = (γ1, γ2)





α1 dx1 + α2 dx2 =
∫ 1
0
α1 (γ (t)) γ
′
1 (t) + α1 (γ (t)) γ
′
2 (t) dt.
Yleisessä tapauksessa jaamme γ:n sellaisiin osapolkuihin jotka sisältyvät kukin omaan
karttaansa ja käytämme osapoluille yllä määriteltyä integraalia.
Siirrymme kohti kaksimuotoja käsittelemällä ensin seuraavaa ongelmaa: Jos pin-
nanX yksimuoto α on annettu, niin milloin voimme kirjoittaa sen muodossa α = df ,
jollakin sileällä funktiolla f? Jos kirjoitamme α = α1 dx1 + α2 dx2, missä α1 ja α2




















häviäisi kaikkialla. Jos pintamme X on taso R2, niin tiedämme, että me löydämme
kyseisen kuvauksen f jos ja vain jos R = 0 [DIF, 12.]. Tätä kutsutaan joissain
lähteissä eksaktin differentiaalin kriteeriksi.
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Tutkimme ensin ulkoista algebraa ennen kaksimuotojen käsittelyä. Olkoon E
reaalinen vektoriavaruus ja Λ2E∗ niiden bilineaaristen kuvausten
L : E × E → R
määrittelemä joukko, joille pätee L (x, y) = −L (y, x). Määrittelemme ulkotulon
(engl. wedge product)
∧ : E∗ × E∗ → Λ2E∗
kaavalla
(α ∧ β) (e, f) = α (e) β (f)− β (e)α (f) .
Oletetaan, että L ∈ Λ2E∗, dimE = 2 ja vektorit e1, e2 ∈ E virittävät avaruuden E.
Olkoon a, b ∈ E ja merkitään a = a1e1 + a2e2 ja b = b1e1 + b2e2. Tällöin pätee
(e∗1 ∧ e∗2) (a, b) = e∗1 (a) e∗2 (b)− e∗2 (a) e∗1 (b) = a1b2 − a2b1,
mistä voimme laskea
L (a, b) = a1b1L (e1, e1) + a1b2L (e1, e2) + a2b1L (e2, e1) + a2b2L (e2, e2)
= a1b2L (e1, e2)− a2b1L (e1, e2)
= L (e1, e2) · (e∗1 ∧ e∗2) (a, b) .
Tästä näemme, että avaruus Λ2E∗ on yksiulotteinen ja sen virittäjäalkio on e∗1 ∧ e∗2.
Sovellamme tätä algebrallista struktuuria tapaukseen, jossa E = TXp ja E∗ =
T ∗Xp. Tällöin jokaista pinnan X pistettä p kohti on olemassa yksiulotteinen vek-
toriavaruus Λ2 (T ∗Xp). Jos lokaali kartta kirjoitetaan muodossa ϕ = (x1, x2), niin
dx1 ∧ dx2 on avaruuden Λ2 (T ∗Xp) kantavektori. Määrittelemme sileän kaksimuo-
don ρ pinnalla X kuvauksena
ρ : X →
⋃
p∈X
Λ2 (T ∗Xp) ,
jolle ρ (p) ∈ Λ2 (T ∗Xp) jokaisella p ∈ X. Lokaalissa kartassa voimme kirjoittaa
ρ = R (x1, x2) dx1 ∧ dx2. Tässä kaksimuodon ρ sileys tarkoittaa, että lokaalissa
kartassa kuvaus R on sileä. Merkitsemme kaksimuotojen joukkoa symbolilla Ω2X .
Lisäksi otamme käyttöön merkinnän
dx1 dx2 = dx1 ∧ dx2.
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Lemma 3.11. Olkoon X Riemannin pinta, f ∈ Ω0X ja α, β ∈ Ω1X . On olemassa
yksikäsitteinen tapa määritellä R-lineaarinen kuvaus d : Ω1X → Ω2X , jolle pätee:
1. Jos α = β avoimessa joukossa U ⊂ X, niin dα = dβ joukossa U .
2. Joukossa X pätee ddf = 0.
3. Joukossa X pätee d (fα) = df ∧ α + f dα.
Todistus. Todistamme yksikäsitteisyyden ensin. Oletetaan, että on olemassa ope-
raattori joka toteuttaa mainitut ehdot. Ensimmäisen ehdon nojalla voimme esittää
dα:n lokaalissa kartassa. Operaattorin lineaarisuuden, toisen ehdon ja kolmannen
ehdon avulla voimme laskea
dα = d (α1 dx1 + α2 dx2) = dα1 ∧ dx1 + dα2 ∧ dx2.








jonka sijoitamme yhtälöön ja saamme
dα1 ∧ dx1 + dα2 ∧ dx2 = ∂α1
∂x2











missä käytimme ulkotulon ominaisuutta dxi ∧ dxi = 0. Toisaalta määrittelemällä









näemme, että d toteuttaa vaaditut ehdot.
Lokaalissa kartassa dα on vain Rdx1 dx2, missä R on kaavan 3.10.1 funktio.
Voimme muotoilla uudelleen tuloksen yksimuodolle α pinnalla X = C seuraavasti:
On olemassa sileä funktio f , jolle α = df jos ja vain jos dα = 0.
Funktion f : X → R kantaja on joukko
supp (f) = {x ∈ X | f(x) 6= 0}.
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Määritelmä yleistyy tilanteisiin joissa maalijoukkona on C tai vektoriavaruus, kuten
esimerkiksi differentiaalimuodoille.
Siirrämme huomiomme nyt integrointiin. Oletetaan, että X on Riemannin pin-
ta ja ρ on kompaktikantajainen kaksimuoto, jonka kantaja sisältyy karttaan (U, x).
Merkitsemme ρ = R (x1, x2) dx1 dx2 tässä lokaalissa kartassa. Määrittelemme muo-





R (x1, x2) dx1 dx2. (3.11.1)
Kaavan oikea puoli on tason kompaktikantajaisten kuvausten Lebesguen integraa-
li. Jos y = (y1, y2) on toinen kartta, niin näihin karttoihin liittyvä jakobiaani J
on positiivinen. Se, että integraalin arvo ei riipu kartan valinnasta seuraa muuttu-
janvaihtokaavasta. Määrittääksemme integraalin yleisemmin käytämme seuraavaa
lemmaa.
Lemma 3.12. Olkoon Riemannin pinta X ja K ⊂ X kompakti. Olkoon lisäksi
avoimet joukot U1, ..., Un, joille K ⊂ ∪Ui. Tällöin on olemassa kompaktikantajaiset
funktiot f1, ..., fn, joille supp(fi) ⊂ Ui ja f1 + · · ·+ fn = 1 joukossa K.
Todistus. Oletetaan, että n = 1. Olkoon p ∈ K ja p-keskinen kartta (Up, φp). Vali-
taan sellainen r > 0, että
D (0, r) ⊂ φp (Up ∩ U1)




1, kun |z| ≤ r/2
0, kun |z| ≥ 3r/4 .
Merkitään symbolilla 1
2
Dp kiekon Dp puolikasta (säteen suhteen). Kun olemme mää-
ritelleet nämä puolikkaat kiekot jokaiselle pisteelle p ∈ K, ne muodostavat K:n avoi-
men peitteen. Valitaan äärellinen peite 1
2
Di, i = 1, ...,m. Määritellään kuvaukset
gi : X → R kaavalla
gi (x) =
{
Fi ◦ φi(x), kun x ∈ Di
0, kun x 6∈ Di
.
Tällöin gi on sileä ja gi(x) = 1 joukon 12Di sulkeumassa. Määrittelemme funktion
g : X → R kaavalla g = ∑ gi. Äskeisen konstruktion perusteella g(x) ≥ 1 joukossa
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K. Lisäksi g:n kantaja on kompakti ja sisältyy joukkoon U1, koska
supp g ⊂ ∪ supp gi ⊂ ∪Di ⊂ U1.
Viimeiseksi ongelmaksi jäi pisteet x ∈ K, joille g (x) > 1. Määritellään sileä funktio
H : R→ R kaavalla
H (t) =
{
1, kun t ≥ 1
0, kun t ≤ 1/2 .
Tällöin kuvaukselle f1 = H ◦ g pätee f1 (x) = 1, kun x ∈ K ja f1 (x) = 0, kun
x ∈ U1 \ ∪D1. Tämän perusteella supp f1 ⊂ U1 ja f1 = 1 joukossa K.
Olkoon n mielivaltainen. Nyt osoitamme tapauksen, jossa K ⊂ U1 ∪ · · · ∪ Un.
Olkoon p ∈ K, tällöin piste p kuuluu johonkin joukkoon Ui, joten voimme valita












DN joukolle K. Nyt jokaista j = 1, ..., N kohti on
olemassa i = 1, ..., n siten, että Dj ⊂ Ui. Määrittelemme joukon
Ii =
{
j = 1, ..., N | Dj ⊂ Ui
}
,













Konstruktion ja edellisten määrittelyiden perusteella
Ki ⊂ Ni ⊂ Ji ⊂ Ui
ja K ⊂ ∪Ki. Koska Ji on kompakti jokaisella i = 1, ..., n, soveltamalla tapausta n =
1 löydämme sileän kompaktikantajaisen funktion hi : X → R, jolle pätee supphi ⊂




jolloin h(x) ≥ 1, kun x ∈ ∪Ji. Merkitään N = ∪Ni. Soveltamalla uudestaan ta-
pausta n = 1 kompaktiin joukkoon K ja avoimeen joukkoon N , löydämme sileän
kompaktikantajaisen funktion k : X → R, jolle pätee supp k ⊂ N ja k = 1 joukossa







, kun x ∈ N
0, kun x ∈ X \N .
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Lisäksi määrittelemme funktiot fi = hi·k/h. Tällöin funktion fi kantaja on kompakti








h (x) = k (x) = 1.
Funktiot fi toteuttavat väitteen.
Olkoon ρ kompaktikantajainen kaksimuoto Riemannin pinnalla X. Valitsem-
me kartoista (Ui, φi) äärellisen peitteen joukolle K = supp (ρ). Olkoon kuvaukset
f1, ..., fn lemman 3.12 antama ykkösen ositus. Jokaisella i kaksimuodon fiρ kantaja
sisältyy joukkoon Ui ja määrittelemme integraalin
∫











fiρ joukossa K, tämän määritelmän on pädettävä, jos vaadimme
integraalilta luonnolliset lineaariset ominaisuudet. Toisaalta Lebesguen integraalin
lineaarisuuden avulla nähdään, että integraalin
∫
ρ arvo ei riipu ykkösen osituksen
valinnasta.
Olkoot X ja Y Riemannin pintoja, ρ kaksimuoto pinnalla Y ja f : X → Y sileä
kuvaus. Olkoon (U, x) ja (V,w) karttoja pinnoilla X ja Y . Oletetaan, että ρ voidaan
kirjoittaa muodossa Rdw1 dw2 kartassa V ja f (U) ∩ V on epätyhjä. Tällöin mää-
rittelemme pinnan X ’pull-back’-muodon f ∗ρ siten, että sen lokaali esitys kartassa
U on
f ∗ (Rdw1 ∧ dw2) = f ∗ (R) f ∗ (dw1) ∧ f ∗ (dw2)
= R ◦ f d (w1 ◦ f) ∧ d (w2 ◦ f)
= R ◦ f det (Jw◦f ) dx1 ∧ dx2,
(3.12.1)
missä Jw◦f on jakobiaani.
Positiivinen kaksimuoto α Riemannin pinnalla on muoto, joka lokaalissa kar-
tassa voidaan ilmaista α = Rdx1 dx2, missä R ≥ 0. Tämä ei riipu kartan valinnas-
ta, sillä voimme soveltaa kaavaa 3.12.1 sijoittamalla kuvauksen f paikalle kartan w
käänteiskuvauksen w−1, jolloin pätee
det Jx◦w−1 =
∣∣∣(x ◦ w−1)′∣∣∣2 .
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Jos ρ on kompaktikantajainen positiivinen kaksimuoto, niin tällöin ρ:n integraali on








missä kuvaus χ : X → [0, 1] on kompaktikantajainen ja sileä. Tämä integraali saa
arvoja väliltä [0,∞].
Viimeisenä esittelemme Stokesin lauseen yleisen muodon.
Propositio 3.13 (Stokes). Olkoon X Riemannin pinta, Ω ⊂ X avoin joukko, reuna






Todistukseen voi tutustua esimerkiksi teoksessa [TU, Theorem 22.8, 228.].
3.2 de Rhamin kohomologia
Tässä luvussa esittelemme de Rhamin kohomologiaryhmiä. Pinnan X kohomologia
ryhmät muodostetaan differentiaali n-muotojen ulkoisen derivaatan ja niiden ekvi-
valenssiluokkien avulla.
Määritelmä 3.14. Olkoon X Riemannin pinta. Tällöin de Rhamin kohomolo-
giaryhmä H i (X), kun i = 0, 1, 2, saadaan jonosta
0→ Ω0X d0→ Ω1X d1→ Ω2X → 0.
Puhumme siis ryhmistä
H0 (X) = ker d0, H
1 (X) = ker d1/ Im d0 ja H2 (X) = Ω2X/ Im d1.
Voimme todeta, että H0 (X) ∼= R kun X on yhtenäinen, koska tällöin H0 (X) on va-
kiokuvausten ryhmä proposition 3.9 perusteella. Aiemmassa luvussa mainittu eksak-
tin differentiaalin ehto voidaan ilmaista ehtona: Jos X on diffeomorfinen euklidisen
tason kanssa, niin H1 (X) = 0. On myös selvää, että tässä tapauksessa H2 (X) = 0.
Tämä johtuu siitä, että kaksimuodolle ρ = R (x1, x2) dx1 dx2 voimme valita yksi-
muodon α = α2 dx2, jossa
α2 (x1, x2) =
∫ x1
−∞
R (t, x2) dt.
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Tällöin dα = d (α2 dx2) = (∂1α2) dx1 dx2 = Rdx1 dx2.
Seuraavaksi esitämme muutaman esimerkin de Rhamin kohomologiaryhmistä.
Ennen esimerkkejä määrittelemme vielä, että suljettu muoto α on differentiaali-
muoto, jolle pätee dα = 0.
Esimerkki 3.15. Olkoon T = S2 (0, 1) pallo. Haluamme näyttää, että pallon ensim-
mäinen kohomologiaryhmä on triviaali. Valitsemme avoimet joukot U ja V , jotka
ovat eteläinen ja pohjoinen pallonpuolisko vähän päiväntasaajan yli venytettyinä.
Toisin sanoen joukot ovat venytetty niin, että U ∪ V = T . Tällöin U ja V ovat
diffeomorfisia R2:n kanssa. Olkoon α yksimuoto pinnalla T , jolle dα = 0. Nyt löy-
dämme kuvaukset fU ja fV joukoissa U ja V siten, että dfU ja dfV ovat muodon α
rajoittumia joukkoihin U ja V kuten lemman 3.11 jälkeen totesimme. Tästä seuraa,
että d (fU − fV ) = 0 joukossa U ∩ V . Koska U ∩ V on yhtenäinen, fU − fV = c on
vakiokuvaus leikkauksessa. Voimme olettaa, että c = 0. Koska fU = fV leikkaukses-
sa, voidaan määrittää f siten, että f |U= fU ja f |V = fV ja lisäksi pätee α = df .
Olemme näyttäneet, että ker d1 ⊂ Im d0, joten H1 (T ) = 0.
Esimerkki 3.16. Tutkimme nyt torusta T = S1 × S1. Voimme määrittää sijain-
timme toruksella kulmilla θ, ϕ ∈ [0, 2pi[. Valitsemme standardit silmukat γ1 ja γ2
vastaamaan silmukoita kohdissa θ = 0 ja ϕ = 0. Toinen näistä kiertää rinkilää













on hyvin määritelty lineaarinen kuvaus tasolle R2, kun α ∈ H1 (T ). Surjektiivisuu-
den voi todeta integroimalla yksimuotoja c1dθ ja c2dϕ yli polkujen, kun c1, c2 ∈ R.
Osoitamme edellä määritellyn lineaarikuvauksen injektiivisyyden osoittamalla




β = 0 ja
∫
γ2
β = 0. Kun φ ∈ [0, 2pi[, Stokesin lauseen nojalla∫ 2pi
0
















missä γ on polku toruksen ympäri kohdassa ϕ = φ ja A on polkujen γ ja γ2 väliin
jäävä lieriö. Voimme tämän nojalla määritellä sileän funktion f toruksella T kaavalla
f (θ, ϕ) =
∫ θ
0
β1 (u, ϕ) du.
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Huomaamme, että sille pätee ∂f/∂θ = β1. Koska dβ = 0 ja ddf = 0, on
β˜ = β − df = β2 dϕ− ∂f
∂ϕ
dϕ
suljettu yksimuoto ja se on muotoa β˜2 dϕ. Koska β on suljettu, funktio β˜2 = β2 −
∂f/∂ϕ on vakio θ:n suhteen. Vastaavasti kuin yllä saamme Stokesin lauseen avulla
tuloksen∫ 2pi
0



















missä polku γ on θ:n suhteen vakio ja B on polkujen γ ja γ1 väliin jäävä lieriö.
Määrittelemme funktion g kaavalla
g (θ, ϕ) =
∫ ϕ
0
β˜2 (θ, u) du.
Nyt pätee
β − df = β˜2 dϕ = dg,
jolloin olemme löytäneet halutun funktion f + g. Tämän nojalla [β] = [0] ∈ H1 (T ),
määrittelemämme lineaarikuvaus on injektio ja H1 (T ) on isomorfinen R2:n kanssa.




df = 0. Nyt δ määrittelee lineaarikuvauksen
∫
δ
: H1 (C) → R,
joka on selvästi surjektio. Valitsemme avoimet joukot U ′ ja V ′, jotka ovat ympyrän
”eteläinen ja pohjoinen ympyränpuolisko” vähän ”päiväntasaajan” yli venytettyinä.
Tällöin joukot U = (−1, 1)×U ′ ja V = (−1, 1)×V ′ peittävät sylinterin. Tälläkin ker-
taa U ja V ovat diffeomorfisia tason kanssa, mutta U ∩V koostuu kahdesta yhtenäi-
sestä komponentista. Olkoon α suljettu yksimuoto pinnalla C. Saamme kuvaukset
fU ja fV niin kuin yllä, mutta emme tiedä, että kuvaus fU − fV olisi vakio joukossa
U ∩ V . Kuitenkin voimme sanoa, että fU − fV on vakio joukon U ∩ V yhtenäisissä
komponenteissa. Valitaan silmukan δ pisteet p ja q leikkauksen eri komponenteista.
Integroimalla muotoa α p:sta q:hun ja q:sta p:hen näemme, että




Eli jos α:n integraali yli silmukan δ on nolla, niin fU − fV on vakio joukossa U ∩ V
ja voimme jatkaa niinkuin esimerkissä 3.15, jolloin osoittautuu, että H1 (C) = R.
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Esimerkki 3.18. Tarkastellaan toruksien T1 ja T2 yhdistettä, eli pintaa Σ2. Olkoot
meillä standardit silmukat γ1, γ′1, γ2 ja γ′2 toruksilla T1 ja T2. Pinta Σ2 muodostetaan
leikkaamalla sellaiset kiekot molemmilta toruksilta jotka eivät leikkaa silmukoita
ja asettamalla sylinteri leikattujen alueiden väliin. Näin meillä on neljä silmukkaa
pinnalla Σ2. Integroiminen näiden silmukoiden yli muodostaa lineaarisen kuvauksen
H1 (Σ2)→ R4. Väitämme että tämä lineaarikuvaus on isomorfismi.
Osoitamme ensin injektiivisyyden. Oletetaan, että α on suljettu yksimuoto pin-
nalla Σ2, jonka integraalit yli jokaisen standardin silmukan häviää. Olkoon δ silmuk-
ka sylinterissä C ⊂ Σ2 kuten esimerkissä 3.17. Koska δ on reuna pinnan Σ2 toiselle
puolelle, Stokesin lauseen nojalla α:n integraali yli δ:n häviää. Esimerkin 3.17 nojal-
la sylinterillä C on olemassa sellainen funktio g, jolla voimme kirjoittaa α |C= dg.
Lemman 3.12 avulla voimme valita sileän funktion P , jolle pätee supp (P ) ⊂ C ja
P (x) = 1, kun x ∈ δ. Tällöin
α˜ = α− d (Pg)
ja α kuuluvat samaan ekvivalenssiluokkaan avaruudessa H1 (Σ2) ja lisäksi α˜ häviää
δ:n ympäristössä. Tämä tarkoittaa, että α˜ määrittelee luonnollisella tavalla yksi-
muodot β ja β′ toruksilla T ja T ′. Nämä muodot häviävät lähellä kiekkojen D ja
D′ keskipisteitä. Muotojen β ja β′ integraalit yli toruksilla sijaitsevien silmukoiden
häviää. Tästä seuraa, että on olemassa funktiot f ja f ′ näillä toruksilla, joille pätee
df = β ja df ′ = β′ ja lisäksi f ja f ′ ovat vakioita kiekkojen keskipisteiden pienis-
sä ympäristöissä. Nyt tiedämme, että on olemassa koko pinnan Σ2 funktio f , jolle
pätee f |T= f ja f |T ′= f ′. Voimme nyt muodostaa funktion F , jonka rajoittumat
toruksille ovat funktiot f ja f ′. Tällöin dF = α, joten integraali yli standardien
silmukoiden määrittelee injektion.
Osoitamme seuraavaksi surjektiivisuuden. Olkoon x ∈ R4. Löydämme suljetut
yksimuodot β ja β′ toruksilta T ja T ′, joitten integraalit yli standardien silmukoiden
vastaavat x:n kordinaatteja. Valitsemme vähän isommat kiekot A ja A′ ympäristöiksi
joukoilleD jaD′. KoskaH1 (A) = H1 (A′) = 0, on olemassa funktiot g ja g′ joukoissa
U ja U ′, joille pätee β |A= dg ja β′ |A′= dg′. Voimme lemman 3.12 avulla valita
funktion P siten, että supp (P ) ⊂ A ja P = 1 kiekossa D. Tällöin yksimuoto
β˜ = β − d (Pg)
kuuluu samaan ekvivalenssiluokkaan β:n kanssa ryhmässä H1 (T ). Nyt β˜ häviää kie-
kossa D ja β˜ = β joukon A komplementissa. Voimme valita vastaavasti yksimuodon
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β˜′ = β′− d (P ′g′). Tällöin β˜ ja β˜′ määrittelevät yksimuodon α pinnalla Σ2 luonnol-
lisella tavalla. Lisäksi α integraalit yli silmukoiden γ1, γ2, γ′1 ja γ′2 vastaavat vektorin
x kordinaatteja.
Esimerkki 3.19. Tarkastellaan pintaa Σg, mikä saadaan liimaamalla g torusta toi-
siinsa vastaavalla tavalla kuin yllä. Kutsumme pintaa Σg g-torukseksi. Esimerkin
3.18 jälkeen on selvää, että isomorfismi I : H1 (Σg)→ R2g voidaan löytää iteroimalla
esimerkin konstruktioita. Lopulta tämä isomorfismi toteutuu integroimalla kaikkien
standardien silmukoiden yli.
Esimerkki 3.20. Olkoon X yhtenäinen sileä pinta ja p0 ∈ X. Voidaan osoittaa,
että perusryhmän pi1 (X, p0) alkioiden edustajiksi voidaan aina valita sileä polku γ.
Tälläisten polkujen yli integroiminen on hyvin määritelty ja se indusoi kuvauksen∫
γ
: H1 (X)→ R.
Tämä integraali on additiivinen perusryhmän laskutoimituksen suhteen, joten saam-
me lineaarisen kuvauksen
H1 (X)→ Hom (pi1 (X, p0) ,R) .
Tämä kuvaus on isomorfismi ainakin silloin kun X:n kartasto on numeroituva. Tämä
nähdään soveltamalla de Rhamin lausetta [LEE1, Theorem 18.14, 484.] ja Hurwitzin
lausetta. [HAT, Theorem 2A.1, 166.]
Edellä laskimme muutamia esimerkkejä ensimmäisestä kohomologiaryhmästä.
Seuraavaksi laskemme yhdesti yhtenäisen Riemannin pinnan ensimmäisen kohomo-
logiaryhmän.
Propositio 3.21. Olkoon X yhtenäinen ja yhdesti yhtenäinen Riemannin pinta.
Tällöin ensimmäinen kohomologiaryhmä H1 (X) on triviaali.
Todistus. Tavoitteenamme on siis näyttää, että ker d1 = Im d0. Olkoon ω yksimuoto,
jolle pätee dω = 0. Valitsemme kantapisteen p ∈ X. Koska perusryhmä on triviaali,






missä γz on mikä tahansa polku pisteestä p pisteeseen z, on hyvin määritelty. Olkoon

















ω1 dx1 + ω2 dx2 +
∫ (x1(y),x2(y))
(x1(y),0)




ω1 dx1 + ω2 dx2 +
∫ (x1(y),x2(y))
(0,x2(y))
ω1 dx1 + ω2 dx2.

















ω1 dx1 + ω2 dx2 = ω2 (y) dx2.
Voimme nyt todeta, että df (y) = ω (y). Tämä osoittaa väitteen.
Siirrymme käsittelemään kompaktikantajaisten muotojen muodostamia de Rha-
min kohomologiaryhmiä H ic (X). Kutsumme niitä kompaktikantajaisiksi de Rhamin
ryhmiksi ja ne ovat määritelty samoin kuin tavallisten muotojen tapauksessa. Esi-
merkiksi yhtenäisellä, mutta ei kompaktilla pinnalla X, H0c (X) = 0. Tämä johtuu
siitä, että ainoa vakiokuvaus jolla on kompaktikantaja on 0. Koska Riemannin pinta
X on suunnistuva, kuvaus ∫
X
: Ω2,cX → R,
indusoi lineaarisen kuvauksen ∫
X




on hyvin määritelty, koska jokaista triviaalin luokan
[0] = Im d ∈ H2c (X) edustajaa ω kohti on olemassa yksimuoto α jolle dα = ω ja
muodon dα integraali yli pinnan X häviää Stokesin lauseen nojalla.
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Seuraavaksi osoitamme, että yhtenäisen Riemannin pinnan X toinen kompakti-
kantajainen de Rhamin ryhmä on isomorfinen avaruuden R kanssa. Todistamme sen
induktiolla, jonka alkuaskel redusoituu väitteen erikoistapaukseen X = C. Seuraa-





c (C)→ R on isomorfismi.
Todistus. Oletetaan, että ρ = R (x1, x2) dx1 dx2 on kompaktikantajainen kaksimuo-
to euklidisessa tasossa ja jonka integraali on 0. Valitaan jokin kompaktikantajainen




R (x1, t) dt.
Kun merkitsemme R˜ (x1, x2) = R (x1, x2) − r (x1)ψ (x2), myös R˜:llä on kompakti-
kantaja tasossa. Jokaisella x1 pätee∫ ∞
−∞
R˜ (x1, t) dt =
∫ ∞
−∞
R (x1, t)− r (x1)ψ (t) dt = r (x1)− r (x1)
∫ ∞
−∞
ψ (t) dt = 0.
Määrittelemme tason funktion P kaavalla
P (x1, x2) =
∫ x2
−∞
R˜ (x1, t) dt,
jolloin P on kompaktikantajainen ja
∂P
∂x2
= R˜ (x1, x2) .
Asetetaan




jolloin Q on kompaktikantajainen ja
∂Q
∂x1
= ψ (x2) r (x1) .








Voimme kirjoittaa ρ = dα, jossa α on kompaktikantajainen muoto




R2 ydin on triviaali ja siten se on injektio.
Surjektiivisuuden osoittamiseksi riittää valita kompaktikantajainen funktio, jon-
ka integraali yli tason on 1. Tällöin vakiolla kertomalla saamme integraalista sur-
jektiivisen operaattorin.




: H2c (X)→ R on isomorfismi.
Todistus. On selvää, että
∫
X
on surjektio. Näytämme injektiivisyyden osoittamalla




ρ = 0. Tavoitteena on siis näyttää, että ρ ∈ Im d.
Valitaan yhtenäinen kompakti joukko K, joka sisältää muodon ρ kantajan. Va-
litaan äärellinen peite U1, ..., Un kiekon muotoisista kartoista. Todistamme väitteen
induktiolla n:n suhteen. Kun n = 1, tapauksemme redusoituu tilanteeseen jossa
X = C. Oletetaan, että n > 1. Merkitään V = U2 ∪ · · · ∪ Un, jolloin K sisältyy
unioniin U1 ∪ V . Jos leikkaus K ∩ U1 tai K ∩ V on tyhjä, niin olemme osoittaneet
väitteen induktio-oletuksen nojalla. Oletetaan siis, että kumpikaan leikkauksista ei
ole tyhjä. Koska K on yhtenäinen, K ∩ U1 ∩ V on epätyhjä ja erityisesti U1 ∩ V on
epätyhjä. Voimme valita kompaktikantajaisen kaksimuodon ω, jonka kantaja sisäl-
tyy leikkaukseen ja
∫
ω = 1. Käytämme lemmaa 3.12 valitaksemme kompaktikanta-
jaiset funktiot f1 ja f2 joukoissa U1 ja V , joille pätee f1 +f2 = 1 joukossa K. Tällöin
voimme kirjoittaa
ρ = f1ρ+ f2ρ.








Tällöin f1ρ− Iω ja f2ρ+ Iω ovat kompaktikantajaisia kaksimuotoja joukoissa U1 ja
V ja joiden integraalit ovat 0. Induktio-oletuksen nojalla on olemassa yksimuodot
α ja β, joiden kantajat ovat kompakteja ja sisältyvät joukkoihin U1 ja V ja lisäksi
näille muodoille pätee
dα = f1ρ− Iω ja dβ = f2ρ+ Iω.
Nyt näemme, että ρ = d (α + β).
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on hyvin määritelty, koska Stokesin lauseen nojalla oikean puoleinen integraali ei




Propositio 3.24. Olkoon γ suljettu polku Riemannin pinnalla X. Tällöin on ole-
massa kompaktikantajainen yksimuoto ω siten, että Jω = Iγ.
Todistus. Olkoon γ suljettu polku pinnalla X. Valitsemme jaon 0 = t0 < ... <
tN = 1 siten, että jokaista indeksiä i kohti osapolku γ ([ti, ti+1]) sisältyy johonkin
karttaan Ui. Voimme olettaa, että pisteet γ (ti) eroavat toisistaan lukuun ottamatta
tapausta γ (t0) = γ (tN). Valitsemme kiekkoympäristöt Di pisteille γ (ti) siten, että
ne toteuttavat ehdot
Di ⊂ Ui−1 ∩ Ui ja Di ∩Dj = ∅, kun i 6= j,
lukuunottamatta valintaa D0 = DN . Olkoon ρi, kun i = 0, ..., N − 1, kaksimuoto
jonka kantaja sisältyy kiekkoon Di ja jonka integraali on 1. Tällöin ρ1−ρ0 on kaksi-
muoto jonka integraali on 0 ja jonka kantaja sisältyy karttaan U0. Proposition 3.23
avulla voimme päätellä, että ρ1 − ρ0 ∈ Im d. On siis olemassa kompaktikantajainen
yksimuoto ω0 kartassa U0 jolle pätee
ρ1 − ρ0 = dω0.







(ρi+1 − ρi) = 0,
koska ρN = ρ0.
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Väitämme, että Iγ = Jω. Olkoon [φ] ekvivalenssiluokka joukossa H1 (X) ja φ
jokin edustaja. Jokaisella i voimme valita kiekon D′i, jolle pätee
Di ⊂ D′i ⊂ D′i ⊂ Ui−1 ∩ Ui.
Nyt kiekolle D′i pätee H1 (D′i) = 0, joten voimme ratkaista yhtälön dfi = φ kiekossa
D′i. Toisaalta voimme valita sileän funktion gi, jolle pätee supp gi ⊂ D′i ja gi (x) = 1,
kun x ∈ Di. Tällöin d (gifi) = φ kiekossa Di ja d (gifi) = 0 kiekon D′i komplemen-





















Koska myös Ui on homeomorfinen kiekon kanssa, on olemassa sileä funktio h1, jolle
pätee dhi = φ joukossa Ui. Tällöin pätee yhtälö∫
X
ωi ∧ φ =
∫
X
ωi ∧ dhi =
∫
X
hi (ρi+1 − ρi) .
Koska φ häviää kaikissa kiekoissa Dj, hi on vakio kiekoissa Di+1 ja Di. Nämä kaksi
kiekkoa sisältävät kaksimuotojen ρi+1 ja ρi kantajat. Joten∫
X
ωi ∧ φ = hi (γ (ti+1))− hi (γ (ti)) .
Toisaalta funktion φ integraali yli osapolun jonka määrittelevät pisteet ti ja ti+1 on
sama, koska φ = dhi osapolun kuvassa eli





















φ = Iγ (φ) ,
mikä viimeistelee todistuksen.
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Proposition 3.24 todistuksessa esiintynyt lineaarikuvaus Jω riippuu vain muodon
ω luokasta joukossa H1c (X). Voimme määritellä bilineaarisen kuvauksen
I : H1c (X)×H1 (X)→ R,
jota kutsutaan myös Poincarén dualiteetiksi. Jos X on kompakti, niin H1c (X) =
H1 (X), jolloin I on alternoiva ja bilineaarinen. Jos [φ] ∈ H1 (X) on epätriviaali,
niin löydämme suljetun polun γ, jolle Iγ ([φ]) 6= 0. Edellisen proposition perusteella
löydämme yksimuodon ω, jolle Jω ([φ]) 6= 0. Toisin sanoen tämä bilineaarinen ope-
raattori ei ole surkastunut vakiokuvaukseksi. Jos lineaariavaruudessa on epätriviaali
alternoiva bilineaarinen operaattori, niin sen dimension on oltava parillinen.
Korollaari 3.25. Olkoon X on kompakti Riemannin pinta. Tällöin de Rhamin ryh-
män H1 (X) dimensio on parillinen.





Käytännössä genus tarkoittaa kompaktin Riemannin pinnan reikien lukumäärää.
Toisaalta g-toruksella on g reikää, missä 0-torus ymmärretään pallona. Tiedämme,
että g-torus ja h-torus eivät ole keskenään homeomorfiset, kun g 6= h. Lisäksi ot-
tamalla huomioon kompaktien pintojen (suljettu ja reunaton 2-monisto) luokittelu-
lauseen [LEE2, Theorem 10.22] ja Riemannin pintojen suunnistuvuuden näemme,
että genus jakaa kompaktit Riemannin pinnat homeomorfisiin ekvivalenssiluokkiin.
Tämä ei kuitenkaan kerro meille tarpeeksi konformisista ekvivalenssiluokista.
3.3 Yksimuotojen hajoitelma
Tässä luvussa tutkimme Riemannin pinnan yksimuotojen komponentteja. Huomaam-
me, että yksimuoto voidaan jakaa analyyttiseen ja antianalyyttiseen osaan.
Olkoon X Riemannin pinta. Tällöin jokaista pistettä p kohti on olemassa tanget-
tiavaruus TXp, mikä on isomorfinen euklidisen tason kanssa. Samalla on myös ole-
massa kotangettiavaruus T ∗Xp = L (TXp,R), mikä saadaan ottamalla ekvivalens-
siluokat reaaliarvoisten kuvausten derivaatoista pisteessä p. Voisimme yhtä hyvin
tutkia R-lineaarista avaruutta
T ∗XCp = L (TXp,C) ,
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jonka alkioita saamme kompleksiarvoisten funktioiden derivaatoista pisteessä p.
Kompleksisella struktuurilla reaalisessa vektoriavaruudessa V tarkoitamme
R-lineaarista operaattoria J : V → V , jolle J2 = −1. Sanomme, että R-lineaarinen
operaattori A : V → C on kompleksilineaarinen, jos A (Jv) = iAv kaikilla v.
Sanomme, että A on antilineaarinen, jos A (Jv) = −iAv kaikilla v.
Olkoon p ∈ X ja φ jokin p-keskinen kartta. Määrittelemme lineaarisen operaat-
torin Jp : TXp → TXp kaavalla
Jp ([α]) =
[
φ−1 ◦ I ◦ φ ◦ α] ,
missä I on funktio z 7→ iz. Operaattori on hyvin määritelty, koska(
φ ◦ φ−1 ◦ I ◦ φ ◦ α)′ (0) = I ′ (φ ◦ α (0)) · (φ ◦ α)′ (0) = i · (φ ◦ α)′ (0) (3.26.1)
ja toisella ekvivalenssiluokan edustajalla β ∈ [α] pätee (φ ◦ α)′ (0) = (φ ◦ β)′ (0).
Seuraavaksi tarkistamme, että jonkin toisen kartan valinta ei muuttaisi kuvausta
Jp. Olkoon ϕ jokin toinen p-keskinen kartta. Väitämme, että[
φ−1 ◦ I ◦ φ ◦ α] = [ϕ−1 ◦ I ◦ ϕ ◦ α] .
Tämän näemme laskemalla oikean puolen auki(
φ ◦ ϕ−1 ◦ I ◦ ϕ ◦ α)′ (0) = (φ ◦ ϕ−1)′ (I ◦ ϕ ◦ α (0)) · (I ◦ ϕ ◦ α)′ (0)
=
(
φ ◦ ϕ−1)′ (ϕ ◦ α (0)) · I ′ (ϕ ◦ α (0)) · (ϕ ◦ α)′ (0)
=
(
φ ◦ ϕ−1)′ (ϕ ◦ α (0)) · i · (ϕ ◦ α)′ (0)
= i · (φ ◦ ϕ−1 ◦ ϕ ◦ α)′ (0)
= i · (φ ◦ α)′ (0) ,
missä käytimme analyyttisen funktion derivaatan kompleksilineaarisuutta. Koska
kuvaus [α] 7→ (φ ◦ α)′ (0) on lineaarinen ja φ ◦ α (0) = 0 kaikilla polulla α ∈ [α] ∈
TXp, voimme kaavan 3.26.1 nojalla todeta Jp:n olevan R-lineaarinen.
Rivien välistä on voinut huomata, että tavoitteenamme on määritellä komplek-
sinen struktuuri avaruuteen TXp. Osoitamme seuraavaksi, että operaattori Jp on
kompleksinen struktuuri, eli J2p = −1. Laskemalla saamme, että
Jp
([
φ−1 ◦ I ◦ φ ◦ α]) = [φ−1 ◦ I ◦ φ ◦ φ−1 ◦ I ◦ φ ◦ α] = [φ−1 ◦ −1 (φ ◦ α)] = − [α] .
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Lemma 3.27. On olemassa yksikäsitteinen tapa määritellä kompleksinen struktuuri
avaruudessa TXp siten, että p:n ympäristössä määritellyn analyyttisen kuvauksen
derivaatta on kompleksilineaarinen operaattori.
Todistus. Jos tutkimme Riemannin pintojen välistä kuvausta g : Up → Y , niin voim-
me siirtää kuvapisteen g (p) ympäristön karttakuvauksella kompleksitasolle C. Tä-
män perusteella riittää tutkia pelkästään analyyttisiä funktioita f : Up → C.
Olkoon f sileä kompleksiarvoinen funktio, φ kartta pisteen p ympäristössä ja
β sileä polku pienessä kiekossa, jolle β (0) = 0. Laskemalla arvon β′ (0) = a + ib
näemme, että(
f ◦ φ−1 ◦ β)′ (0) = D (f ◦ φ−1)
0
· β′ (0) = D (f ◦ φ−1)
0
· (a, b) , (3.27.1)
missä D (f ◦ φ−1)0 on funktion f ◦φ−1 jakobiaani origossa. Toisaalta vektorille [α] ∈
TXp pätee,
dfp ([α]) = dfp
([
φ−1 ◦ φ ◦ α]) = D (f ◦ φ−1)
0
· (φ ◦ α)′ (0) .
Oletetaan, että Jp on TXp:n kompleksinen struktuuri ja f analyyttinen funktio
pinnalla X. Väitämme, että f :n derivaatta on kompleksilineaarinen operaattori.
Olkoon [α] ∈ TXp. Merkitään (φ ◦ α)′ (0) = a+ ib ja f ◦ φ−1 = u+ iv. Tällöin





= au1 + bu2 + i (bu1 − au2)
= (a+ ib)u1 − i (a+ ib)u2,
missä käytimme Cauchy-Riemann yhtälöitä u1 = v2 ja u2 = −v1. Toisaalta voimme
laskea, että





= au2 − bu1 + i (au1 + bu2)
= i (a+ ib)u1 − i2 (a+ ib)u2
= idfp ([α]) ,
mikä osoittaa derivaatan kompleksilineaariseksi operaattoriksi.
Olkoon Kp kompleksinen struktuuri TXp:ssä. Osoitamme kompleksisen struk-
tuurin yksikäsitteisyyden. Olkoon [α] ∈ TXp. Nyt kaikilla analyyttisillä funktioilla
pätee
dfp (Jp ([α])) = i · dfp ([α]) = i · (f ◦ α)′ (0) = dfp (Kp ([α])) .
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Jos merkitsemme kuvapisteiden Jp ([α]) ja Kp ([α]) edustajia symbolein αJ ja αK ,
niin voimme kirjoittaa
(f ◦ αJ)′ (0) = (f ◦ αK)′ (0) .
Valitsemme analyyttiseksi kuvaukseksi f kartan φ. Tällöin tangenttiavaruuden mää-
ritelmän nojalla [αJ ] = [αK ], joten Kp = Jp.
Lemma 3.28. Olkoon A : V → C R-lineaarinen operaattori ja J : V → V komplek-
sinen struktuuri. Tällöin on olemassa yksikäsitteinen kompleksilineaarinen P : V →
C ja antilineaarinen T : V → C, joille pätee A = P + T .









(A (Jv) + iAv) = i
1
2




(Av − iA (Jv))
= iPv.









(A (Jv)− iAv) = −i1
2
(iA (Jv) + Av)
= −i1
2
(Av + iA (Jv))
= −iTv.
Nämä P :n ja T :n valinnat toteuttavat väitteemme.
Olkoon f analyyttinen funktio pinnalla X. Laskemme seuraavaksi operaattorin
dfp arvoa pisteissä [α] ja Jp ([α]), missä Jp on kompleksinen struktuuri avaruudessa
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TXp. Merkitsemmme (φ ◦ α)′ (0) = a + ib ja f ◦ φ−1 = u − iv. Käytämme kaavaa
3.27.1 ja Cauchy-Riemann yhtälöitä, jolloin





= au1 + bu2 + i (au2 − bu1)
= (a− ib)u1 + i (a− ib)u2
ja





= au2 − bu1 + i (−au1 − bu2)
= −i (a− ib)u1 +−i · i (a− ib)u2
= −idfp ([α]) .
Näemme nyt, että operaattori dfp on antilineaarinen.
Määrittelemme lineaariavaruudet
T ∗X ′p =
{
A ∈ T ∗XCp | A on kompleksilineaarinen
}
ja
T ∗X ′′p =
{
A ∈ T ∗XCp | A on antilineaarinen
}
.
Kun yhdistämme edelliset tulokset, voimme kirjoittaa kompleksisen kotangettiava-
ruuden suorana summana
T ∗XCp = T
∗X ′p ⊕ T ∗X ′′p ,
jossa lokaalisti analyyttisen kuvauksen g derivaatta on avaruudessa T ∗X ′p ja g:n
derivaatta on avaruudessa T ∗X ′′p . Toisaalta voimme nähdä, että sileälle komplek-
siarvoiselle funktiolle f operaattori dfp on R-lineaarinen operaattori TXp → C ja
lemman 3.28 nojalla voimme hajoittaa sen kompleksilineaariseen ja antilineaariseen
komponenttiin. Jos f on analyyttinen funktio, niin Lemmojen 3.27 ja 3.28 nojalla
dfp:n antilineaarinen komponentti on 0. Päättelemme, että voimme hajoittaa pinnan
X kompleksiset yksimuodot osiin
Ω1X,C = Ω
1,0
X ⊕ Ω0,1X ,
jossa Ω1,0:n alkioiden arvot ovat avaruudessa T ∗X ′p kaikilla p ja vastaavasti Ω0,1:n
alkioiden arvot ovat avaruudessa T ∗X ′′p .
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Tarkastelemalla tätä tarkemmin kompleksisella kartalla z = x + iy, jossa x ja y
ovat reaalisia kordinaatteja niinkuin edellisessä luvussa. Tällöin muodoista
dz = dx+ i dy ja dz = dx− i dy
ensimmäinen virittää avaruuden T ∗X ′ ja toinen avaruuden T ∗X ′′. Tällöin (1, 0)-
muoto voidaan lokaalisti muodossa α dz ja (0, 1)-muoto muodossa β dz, joillakin












(dz + dz) ja dy =
1
2i























































































jolloin voimme globaalisti kirjoittaa
df = ∂f + ∂f.
Yhtälö ∂f = 0 on lokaalissa kartassa Cauchy-Riemannin yhtälö niinkuin sen täytyy-
kin olla, koska kuvaus on analyyttinen, jos ja vain jos ∂f = 0. Jos f on analyyttinen
kuvaus, niin lokaalissa kartassa pätee
df = ∂f = f ′(z) dz,
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missä f ′ tarkoittaa kompleksianalyysin tavallista derivaattaa. Tämän perusteella
voimme määritellä vastaavan hajoitelman ulkoiselle derivaattaoperaattorille d : Ω0 →
Ω1, jolloin kaavan 3.28.2 merkinnöillä
∂ : Ω0 → Ω1,0, ∂ : Ω0 → Ω0,1 ja d = ∂ + ∂.





(α− iβ) dz + 1
2
(α + iβ) dz =
1
2
(α− iβ) dz + 1
2
(α− iβ) dz. (3.28.3)
Seuraavaksi määrittelemme vastaavan yksimuotojen ulkoisen derivaatan hajoi-
telman. Voimme laskea, että
dz ∧ dz = ( dx+ i dy) ∧ ( dx− i dy)
= dx dx− i dx dy + i dy dx+ dy dy
= −2i dx dy.
Ulkotulon ominaisuuksista seuraa, että dz ∧ dz = 2i dx dy. Merkitsemme jatkossa
lyhyesti dz dz = dz ∧ dz. Olkoon ω = Adz sileä yksimuoto. Tällöin




























= ∂A ∧ dz.
Vastaavasti voimme laskea, että sileälle yksimuodolle α = Adz pätee yhtälö
dα = ∂A ∧ dz.
Voimme tämän perusteella määritellä operaattorit ∂ ja ∂ avaruuksissa Ω1,0 ja Ω0,1
siten, että lokaalissa kartassa z pätee
∂ (Adz) = ∂A ∧ dz = ∂A
∂z




missä A on sileä kompleksiarvoinen funktio.
Olemme nyt määritelleet neljä uutta operaattoria differentiaalimuodoille, joille








Etumerkkiä vaille kommutointi tarkoittaa sitä, että sileälle kompleksiarvoiselle funk-
tiolle f pätee ∂∂f = −∂∂f .
Määritelmä 3.29. Olkoon β (1, 0)-muoto. Jos muodolle β pätee yhtälö ∂β = 0,
niin sanomme, että β on analyyttinen yksimuoto.
Lokaalissa kartassa analyyttinen yksimuoto voidaan kirjoittaa muodossa B dz,
missä B on analyyttinen kuvaus. Tällöin B dz on suljettu yksimuoto, koska






dz dz = 0.
Olkoon F : X → Y analyyttinen kuvaus ja α analyyttinen yksimuoto pinnalla
Y . Oletetaan, että parit (U, u) ja (V, z) ovat karttoja pinnoilla X ja Y ja lisäksi
että leikkaus F (U)∩ V on epätyhjä. Tällöin mukailemalla yhtälön 3.9.1 yhteydessä
käytyä keskustelua saamme
F ∗ (α) = F ∗ (a dz) = (a ◦ F ) (F ∗ (dz)) = (a ◦ F ) ∂ (z ◦ F )
∂u
du.
Päättelemme, että F ∗ (α) on analyyttinen yksimuoto pinnalla X.
Oletetaan, että K ⊂ X on kompakti joukko, K:n reuna 1-monisto ja α on
analyyttinen yksimuoto joukon K ympäristössä. Tällöin α on suljettu yksimuoto,
joten Stokesin lause antaa yhtälön ∫
∂K
α = 0.
Tämä on yksi versio Cauchyn lauseesta Riemannin pinnoilla.
Määrittelemme meromorfisen yksimuodon pinnalla X kompleksianalyysis-
ta tutulla tavalla. Olkoon α analyyttinen yksimuoto joukossa X \ D, missä D on
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diskreetti joukko. Jos α voidaan kirjoittaa lokaalisti muodossa f(z) dz, missä f on
meromorfinen kuvaus, niin α on meromorfinen yksimuoto. Minimaalisen ehdot to-
teuttavan joukon D pisteitä kutsumme kuvauksen navoiksi. Olkoon p meromorfisen







missä γ on pieni suljettu polku pisteen p ympärillä. Tämä on sama kuin kirjoittaisi






on meromorfinen kuvaus ja sen residy on a−1.
Propositio 3.30. Olkoon X kompakti Riemannin pinta ja α meromorfinen yksi-
muoto pinnalla X. Tällöin α:n residyitten summa kaikkien napojen yli on nolla.
Todistus. Olkoon pisteet p1, ..., pk meromorfisen yksimuodon α navat kompaktilla
pinnalla X. Valitaan pienet pj-keskiset kiekot Dj ja kiekkojen Dj reunoja vastaavat















missä γ = ∪γj. Jos merkitään yhdisteen ∪Di komplementtia symbolilla X ′, niin
Stokesin lauseen nojalla ∑
j






Kaksimuoto dα on nolla X ′:n ympäristössä, koska α on analyyttinen yksimuoto X ′:n
ympäristössä, joten residyitten summa on nolla.
3.4 Laplacen operaattori ja harmoniset funktiot
Riemannin pinnalla meillä on luonnollinen toisen asteen differentiaalioperaattori 4,
joka määritellään kaavalla
4 = 2i∂∂ : Ω0 → Ω2.
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Joten lokaalissa kartassa voimme identifioida kaksimuodot funktioiden kanssa käyt-
tämällä kaksimuotoa dx dy ja samalla operaattori 4 vastaa standardia Laplacen
operaattoria. Funktiota f , joka toteuttaa yhtälön 4f = 0, sanotaan harmoniseksi
funktioksi. Jos f on analyyttinen funktio niin tällöin myös sen reaalinen ja imagi-
näärinen osa ovat harmonisia, koska
∂∂
(
f ± f) = ∂∂f ± ∂∂f = −∂∂f ± ∂(∂f) = 0± 0 = 0.
Toisaalta voimme seuraavaksi muotoilla myös kompleksianalyysistä tutun lemman
Riemannin pinnoille.
Lemma 3.31. Olkoon X Riemannin pinta, p piste pinnalla X ja U pisteen p ym-
päristö. Oletetaan, että reaaliarvoinen funktio ϕ : U → R on harmoninen. Tällöin
on olemassa p:n ympäristö V ⊂ U ja analyyttinen funktio f siten, että ϕ = Re(f)
joukossa V .
Todistus. Olkoon
A = −2Im (∂ϕ) = i∂ϕ− i(∂ϕ) = i∂ϕ− i∂ϕ
reaaliarvoinen yksimuoto. Tällöin saamme tuloksen
dA = ∂A+ ∂A = ∂
(
i∂ϕ
)− ∂ (i∂ϕ) + ∂ (i∂ϕ)− ∂ (i∂ϕ) ,
missä ensimmäinen ja neljäs termi häviävät harmonisuuden nojalla ja kaksi keskim-
mäistä häviävät yksimuotojen ominaisuuksien nojalla. Valitsemme p:n ympäristöksi
pienen kiekon V . Koska H1 (V ) = 0 ja A on reaalinen yksimuoto, löydämme reaa-
liarvoisen funktion ψ, jolle pätee dψ = A. Tällöin yhtälöt ∂ψ = −i∂ϕ ja ∂ψ = i∂ϕ
pätevät ja tästä seuraa
∂ (ϕ+ iψ) = ∂ϕ+ i∂ψ = 0.
Valitsemme analyyttiseksi funktioksi f = ϕ+ iψ.
Osoitamme tulevia tarpeita varten myös maksimiperiaatteen.
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Lemma 3.32. Olkoon X Riemannin pinta ja U ⊂ X avoin ja yhtenäinen joukko.
Oletetaan, että ϕ : U → R on harmoninen funktio, joka ei ole vakio. Tällöin jokaista
pistettä x ∈ U kohti on olemassa x′ ∈ U siten, että ϕ(x′) > ϕ(x).
Todistus. Olkoon x ∈ U . Lemman 3.31 avulla löydämme x:n ympäristön V ja ana-
lyyttisen funktion f : V → C, jolle Re (f) = ϕ. Koska analyyttiset funktiot ovat
avoimia, löydämme pisteen x′ ∈ V , jolla ϕ(x′) > ϕ(x).
3.5 Dirichlet’n normi
Olkoon X Riemannin pinta ja α (1, 0)-muoto X:llä. Tutkimme kaksimuotoa iα∧α.
Jos α kirjoitetaan muodossa p dz lokaalissa kompleksisessa kartassa z = x+ iy, niin
iα ∧ α = i (p dz) ∧ (p dz) = i |p|2 dz dz = 2 |p|2 dx dy.





mikä saa arvoja väliltä [0,∞]. Jos α on kompaktikantajainen, niin integraali on
äärellinen. Tämän perusteella edellinen integraali määrittelee normin kompaktikan-




iα ∧ β. (3.32.1)
Määrittelemme reaalisten kompaktikantajaisten yksimuotojen A = a dz + a dz
normin kaavalla
||A||2 = 2 ∣∣∣∣A1,0∣∣∣∣2 ,
missä A1,0 on A:n (1, 0)-komponentti. Tämä normi indusoituu sisätulosta




Luvussa 4.6 tulemme tarvitsemaan seuraavaa tulosta.
Lemma 3.33. Olkoon A ja B reaalisia yksimuotoja pinnalla X. Tällöin∫
X
|A ∧B| ≤ ||A|| ||B|| .
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Todistus. Oletetaan, että A:n ja B:n kantajat sisältyvät karttaan U . Nyt kaavan
3.28.3 nojalla voimme lokaalisti merkitä A = a dz+ a dz ja B = b dz+ b dz, jossa on
a ja b ovat kompleksiarvoisia funktioita. Tällöin saamme lokaalin tuloksen
|A ∧B| = ∣∣(ab− ab) dz dz∣∣ = ∣∣4Im (ab) dx dy∣∣ ≤ 4 |ab| dx dy.
Jos merkitsemme symbolilla Ω karttaa U vastaavaa joukkoa tasossa C, niin saamme
















∣∣∣∣A1,0∣∣∣∣ ∣∣∣∣B1,0∣∣∣∣ = ||A|| ||B|| .
Oletetaan, että A ja B ovat kompaktikantajaisia yksimuotoja, joiden kantajat
sisältyvät kompaktiin joukkoon K ⊂ X. Tällöin voimme ykkösen osituksen avul-
la konstruoida K:n ympäristössä aidosti positiivisen kaksimuodon ω. Kaksimuotoa
ω sanotaan pintamuodoksi, mutta yleisemmin differentioituvalla n-monistolla posi-
tiivista n-muotoa sanotaan tilavuusmuodoksi. Nyt kaksimuodon ω avulla voimme
määritellä pinnan X funktiot A′ ja B′ kaavalla iA1,0 ∧ A0,1 = |A′|2 ω. Nyt lokaalisti
voimme kirjoittaa ω = λ dx dy jollakin aidosti positiivisella funktiolla λ, jolloin
iA1,0 ∧ A0,1 = 2 |a|2 dx dy = |A′|2 λ dx dy.
Tällöin joukossa K pätee pisteittäin

















∣∣∣∣A1,0∣∣∣∣ ∣∣∣∣B1,0∣∣∣∣ = ||A|| ||B|| .
Yleisessä tapauksessa riittää osoittaa, että kaikilla sileillä kompaktikantajaisilla
funktioilla χ, jotka saavat arvoja väliltä [0, 1], pätee∫
X
χ |A ∧B| ≤ ||A|| ||B|| .
Koska χ |A ∧B| = |(χA) ∧B| ja ||χA|| ≤ ||A||, voimme rajoittua tapaukseen, jos-
sa A on kompaktikantajainen ja vaihdamme χA:n kuvaukseen A. Oletetaan, että
A:n kantaja sisältyy kompaktiin joukkoon K. Voimme valita kuvauksen φ, joka saa
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arvoja väliltä [0, 1] ja saa vakioarvon 1 joukossa K. Ulkotulon arvo ei muutu kun
vaihdamme kuvauksen B kuvaukseen φB ja lisäksi pätee ||φB|| ≤ ||B||. Olemme yk-
sinkertaistaneet ongelmamme tapaukseen, jossa sekä A:n että B:n kantaja sisältyy
kompaktiin joukkoon K ja tämän tapauksen osoitimme yllä.
Määritelmä 3.34. Oletetaan, että f ja g ovat reaaliarvoisia funktioita pinnalla
X ja vähintään toinen on kompaktikantajainen. Tällöin Dirichlet’n sisätulo on
määritelty kaavalla
〈f, g〉D = 〈df, dg〉,
missä jälkimmäinen sisätulo on kaavasta 3.32.1. Määrittelemme Dirichlet’n nor-
min ||·||D kaavalla ||f ||D = || df ||.
Nimestä huolimatta Dirichlet’n normi on oikeasti seminormi kompaktilla Rie-
mannin pinnalla. Viemällä Dirichlet’n normin luonnollisella tavalla avaruuteen C∞/R,
mikä on sileiden funktioiden tekijäavaruus vakiokuvausten suhteen, saamme Dirich-
let’n normista aidon normin. Epäkompaktilla pinnalla Dirichlet’n normi on normi
joukossa C∞c , koska vakiokuvaukset eivät ole kompaktikantajaisia.
Lemma 3.35. Olkoon f ja g reaaliarvoisia funktioita pinnalla X. Oletetaan, että








Todistus. Dirichlet’n sisätulon ja reaalisten yksimuotojen sisätulon määritelmien no-
jalla




Toisaalta voimme laskea, että
∂
(
f ∧ ∂g) = ∂f ∧ ∂g + f∂∂g = ∂f ∧ ∂g − f∂∂g.
Nyt käyttämällä Stokesin lausetta kaksimuotoon ∂
(
f ∧ ∂g) saamme tuloksen





f ∧ ∂g)+ f∂∂g = ∫
X
f 4 g.




Yritämme seuraavaksi tutkia meromorfisten kuvausten ja analyyttisten yksimuoto-
jen olemassaoloa ja näiden välisiä yhteyksiä kompakteilla Riemannin pinnoilla.
Riemannin pinnalla on operaattoreiden ∂, ∂ muodostama melkein kommutoiva
diagrammi 3.28.4. Määrittelemme sen avulla kompleksiset vektoriavaruudet
H0,0X = ker
(
∂ : Ω0 → Ω0,1) ,
H1,0X = ker
(
∂ : Ω1,0 → Ω2) ,
H0,1X = coker
(
∂ : Ω0 → Ω0,1) ,
H1,1X = coker
(
∂ : Ω1,0 → Ω2) .
Tällöin H0,0X on analyyttisten kuvausten avaruus ja H
1,0
X on analyyttisten yksimuoto-
jen avaruus. Jäljelle jääneiden ryhmien merkittävyys ei ole niin selvää. Haluaisimme
nähdä kuinka H0,1X ilmestyy luonnollisesti, kun yritämme konstruoida meromorfi-
sia kuvauksia Riemannin pinnalla. Yleisempi konteksti tälle idealle on Dolbeault
kohomologian teoria, mikä yleistyy moniulotteisiin kompleksimonistoihin.
Todistamme ensin tuloksen, jonka avulla pystymme tunnistamaan genus 1 kom-
paktin Riemannin pinnan.
Lause 4.1. Olkoon X kompakti Riemannin pinta ja α analyyttinen yksimuoto pin-
nalla X. Oletetaan, että α:lla ei ole nollakohtia. Tällöin X on ekvivalentti pinnan
C/Γ kanssa, missä Γ on diskreetti möbiusryhmä joukossa C.
Todistus. Tulemme konstruoimaan lokaalin homeomorfismin F : X∗ → C, missä X∗
on pinnan X yhdesti yhtenäinen peiteavaruudelta. Tämän jälkeen osoitamme, että
tämä lokaali homeomorfismi on homeomorfismi. Tämä osoittaa, että X∗ ja C ovat
ekvivalentteja Riemannin pintoja, jolloin luvun 2.3 tietojen nojallaX on ekvivalentti
toruksen kanssa.
Olkoon (X∗, p) pinnan X yhdesti yhtenäinen peiteavaruus. Nosto p∗ (α) on ana-
lyyttinen yksimuoto pinnalla X∗ luvun 3.3 tietojen nojalla ja X∗:n triviaalin perus-
ryhmän takia p∗ (α):n integraali yli polun γ riippuu vain γ:n päätepisteistä. Kiinni-







missä integroidaan polun yli jonka päätepisteitä ovat z∗0 ja x∗. Edellä esiteltyjen
syiden takia funktio on hyvin määritelty. Nyt funktiolle F pätee dF = p∗ (α), mikä
nähdään lokaalilla tarkastelulla ja lisäksi F on lokaali homeomorfismi, koska α:lla ei
ole nollakohtia.
Nyt näytämme, että F on analyyttinen homeomorfismi. Olkoon x ∈ X. Tällöin
tarpeeksi pienessä ympäristössä Ux ja pisteestä x alkavilla poluilla γ ⊂ Ux integraali∫
γ
α riippuu vain γ:n toisesta päätepisteestä. Tarpeeksi pieni ympäristö tarkoittaa
tässä vain homeomorfisuutta kiekon kanssa, jolloin ympäristömme on yhdesti yh-
tenäinen. Pienellä r > 0 voimme siis määritellä kuvauksen jx : D (0, r) → X, jolle
pätee jx (0) = x ja j∗x (α) = du, missä u on kiekon muuttuja. Tällöin jx on edel-
lä esitellyn integraalin käänteiskuvaus ja lisäksi analyyttinen injektio. Koska X on
kompakti, voimme valita sellaisen r > 0, jolle edellä määritelty kuvaus jx voidaan
määritellä kaikilla x ∈ X. Olkoon x∗ piste pinnalla X∗ ja p (x∗) = x. Voimme nostaa
kuvauksella p kuvauksen jp(x∗) = jx, jolloin saamme injektiivisen kuvauksen
kx∗ : D (0, r)→ X∗,
jolle pätee kx∗ (0) = x∗ ja k∗x∗ (p∗ (α)) = du.
Merkitään Ux∗ = kx∗ (D (0, r/2)). Tällöin konstruktion perusteella joukko F (Ux∗)
on kiekko D (F (x∗) , r/2) ⊂ C. Tämän voimme nähdä, kun valitsemme pisteen












= F (x∗) + k−1x∗ (y
∗) .
Samalla huomaamme, että F on injektio joukossa Ux∗ .
Osoitamme seuraavaksi F :n surjektiivisuuden. Olkoon w ∈ C \ {0}. Koska jokai-
sen joukon Ux∗ kuva on r/2-säteinen kiekko ja F on injekio joukoissa Ux∗ , voimme
”liikkua kuvajoukossa F (X∗)” suoraa pitkin. Oletetaan, että |w| > r/2. Löydämme
joukosta Uz∗0 pisteen z
∗




· w|w| = w1.
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Jos w /∈ D (w1, r/2), niin voimme valita vastaavasti pisteen z∗2 ∈ Uz∗1 , jolle pätee
F (z∗2) = 2
r
3
· w|w| = w2.
Voimme iteroida tätä kunnes löydämme pisteen z∗k ∈ X∗, jolle pätee F (z∗k) = w.
Olemme todenneet, että F on surjektio ja lokaali injektio. Nyt näytämme, että F
on injektio. Olkoon x∗0 ja x∗1 pisteitä pinnalla X∗. Oletetaan, että F (x∗0) = F (x∗1) =
w ∈ C. Valitsemme pisteet x∗0 ja x∗1 yhdistävän polun α. Tällöin α˜ = F ◦α on pistees-
tä w alkava suljettu polku pinnalla C. Jos α˜ sisältyy kiekkoon D (w, r/2), niin F :n
lokaalin injektiivisyyden nojalla x∗0 = x∗1. Jos α˜ ei sisälly kiekkoon D (w, r/2), niin
valitsemme ison kiekon D johon α˜∪D (w, r/2) sisältyy. Määrittelemme analyyttisen
homeomorfismin F−10 : D (w, r/2) → Ux∗0 kuvauksen F lokaalina käänteiskuvaukse-
na. Nyt voimme soveltaa monodromialausetta kuvaukseen F−10 kiekossa D, jolloin
F−10 :n analyyttinen jatke pitkin polkua α˜ on yksikäsitteinen. Yksikäsitteisyydestä
seuraa, että x∗0 = x∗1.
Meillä on kaksi keinoa näyttää, että jokin kompakti Riemannin pinta X on ekvi-
valentti toruksen kanssa. Ensimmäinen tavan olemme osoittaneet yllä, eli riittää
löytää analyyttinen yksimuoto, jolla ei ole nollakohtia. Toinen tapa on löytää me-
romorfinen kuvaus, jolla on kaksi yksinkertaista napaa tai yksi toisen kertaluvun
napa. Tällöin X on Riemannin pallon kaksikerroksinen peiteavaruus neljällä kriit-
tisellä arvolla, mikä on ekvivalentti toruksen kanssa. Tämän voi osoittaa konstruoi-
malla meromorfisen theta-funktion tai meromorfisen Weierstrassin elliptisen funk-
tion. Kiinnostunut lukija voi tutustua edellä mainittuihin meromorfisiin kuvauksiin
esimerkiksi Donaldsonin teoksessa [DON, Luku 6].
Olkoon p piste pinnallaX. Onko olemassa aidosti meromorfista kuvausta pinnalla
X, jolla on yksinkertainen napa pisteessä p, eikä muita napoja? Voimme vastata,
että meromorfinen kuvaus on olemassa jos ja vain jos X on ekvivalentti Riemannin
pallon kanssa, mutta mistä tiedämme, että X on ekvivalentti Riemannin pallon
kanssa.
Propositio 4.2. Olkoon X Riemannin pinta. Oletetaan, että avaruuden H0,1X di-
mensio on h ∈ N ja pisteet p1, ..., ph+1 ∈ X ovat erillisiä. Tällöin on olemassa
aidosti meromorfinen funktio pinnalla X, jonka navat ovat yksinkertaisia ja muo-
dostavat epätyhjän osajoukon A ⊂ {pi}.
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Todistus. Oletetaan, että avaruuden H0,1X dimensio on 0. Valitaan piste p pinnalta
X. Olkoon z lokaali p-keskinen kartta. Tällöin termiä 1/z voidaan ajatella meromor-
fisena funktiona jossakin p:n ympäristössä U . Valitsemme sileän funktion β, jonka
kantaja sisältyy kiekkoon D (p,R) ⊂ U ja jollakin r < R se saa kiekossa D (p, r)
vakioarvon 1. Tällöin merkintää β · 1/z voidaan ajatella funktiona joukossa X \ {p}
joka häviää joukon U komplementissa. Sen sijaan, että etsisimme meromorfista funk-
tiota, jolla on napa pisteessä p, voimme etsiä sileää funktiota g, jolle g + β · 1/z on







kantaja on kompakti, koska β on vakio kiekossa D (p, r). Voimme ajatella A:n olevan
(0, 1)-muoto pinnalla X, kun jatkamme sen muodoksi, joka saa arvon 0 pisteessä p.
Nyt ongelma on yhtäpitävä sen kanssa, että löytyy ratkaisun g ∈ Ω0X yhtälöön
∂g = −A,
kun A ∈ Ω0,1X on annettu. Määritelmän mukaan ratkaisu on olemassa, jos ja vain
jos A:n ekvivalenssiluokka ryhmässä H0,1X on ryhmän triviaalialkio [0]. Erityisesti
ratkaisu on olemassa silloin, kun ryhmä on triviaali. Olkoon g sileä funktio pinnalla
X joka toteuttaa yhtälön ∂g = −A. Tällöin kuvaus g + 1/z · β on analyyttinen
joukossa X \ {p}, koska ∂ (g + 1/z · β) = 0. Toisaalta
0 = 1/z · ∂β = −∂g
kiekossa D (p, r), joten g+ 1/z · β on summa analyyttisestä ja meromorfisesta funk-
tiosta kiekossa D (p, r). Tästä päättelemme, että g+1/z ·β on meromorfinen funktio.
Oletetaan, että avaruuden H0,1X dimensio on d ja että pisteet p1, ..., pd+1 pinnalla
X ovat toisistaan eroavat. Ongelmamme on nyt löytää aidosti meromorfinen kuvaus,
jonka kaikki navat ovat joissakin pisteissä pi. Toistamme äskeisen konstruktion va-
litsemalla lokaalit kartat pisteille pi saadaksemme (0, 1)-muodot Ai, joiden kantajat
voidaan olettaa sisältyvän pieniin erillisiin ympyrärenkaisiin. Koska avaruuden H0,1X
dimensio on d, on olemassa skalaarit λi siten, että
d+1∑
i=1
λi [Ai] = [0] ∈ H0,1X
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Tällöin g−∑λi ·1/zi ·βi on analyyttinen funktio joukossa X \{p1, ..., pd+1} ja mero-
morfinen niissä kiekoissa D (pi, ri), joille λi 6= 0. Olemme siis löytäneet meromorfisen
funktion, jolla on yksinkertaisia napoja pisteissä pi eikä muita napoja.
Edellisten havaintojemme perusteella voimme siirtää ongelmamme avaruuteen
H0,1X , mutta se ei vielä vie meitä pitkälle. Jatkossa keskitymme osoittamaan, et-
tä yhtälöön 4φ = ρ löytyy vakion lisäämistä vaille yksikäsitteinen ratkaisu φ, jos
ja vain jos ρ:n integraali on nolla, kun ρ on kaksimuoto kompaktilla ja yhtenäisel-
lä Riemannin pinnalla. Tulemme näkemään paljon vaivaa ratkaisun olemassaolon
osoittamiseksi, mutta tämä tulos osoittautuu erittäin hedelmälliseksi kun myöhem-
min johdamme tuloksia genuksen ja kohomologialuokkien välisistä suhteista.
Oletetaan, että ρ on kaksimuoto kompaktilla Riemannin pinnalla X, ψ on sileä



















Yhtälö 4φ = ρ on yhtäpitävä sen kanssa, että kaikilla funktioilla ψ pätee∫
X
ψ (ρ−4φ) = 0,
joten ratkaisun φ etsinnässä voimme keskittyä etsimään funktiota φ, jolle pätee∫
X
ψρ = 〈ψ, φ〉D





Jos ρ:n integraali häviää, niin tämä indusoi lineaarisen kuvauksen
ρˆ : C∞ (X) /R→ R,
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jolloin ongelmana on löytää sellainen φ, jolle pätee
ρˆ (ψ) = 〈ψ, φ〉D (4.2.2)
kaikilla ψ. Muotoilimme kaavan 4.2.1 ja sitä seuraavat havainnot sopimaan kompak-
tille Riemannin pinnalle X. Luvussa 4.6 tutkimme epäkompaktia Riemannin pin-
taa, jolloin vaihdamme ρ:n kompaktikantajaiseen kaksimuotoon ja määrittelemme
operaattorin
ρˆ : C∞c (X)→ R.
Tästä lähtien tutkimme toistaiseksi vain kompaktia tapausta.
Kun olemme muotoilleet uudelleen ongelmamme, sen ratkaisu, Fréchet–Rieszin
lause, on helpompi keksiä.
4.2 Fréchet–Rieszin lause
Olemme aikaisemmin määritelleet Dirichlet’n normin (mikä on oikeasti seminormi)
ja sisätulon kompaktin Riemannin pinnan X sileille reaaliarvoisille funktioille. To-
tesimme samalla, että vakion lisääminen kuvaukseen ei vaikuta Dirichlet’n normin
eikä sisätulon arvoon. Tämän takia siirrymme käsittelemään avaruutta C∞ (X) /R,
joka on avaruuden C∞ (X) tekijäavaruus vakiofunktioiden suhteen.
Propositio 4.3. Avaruus C∞ (X) /R varustettuna Dirichlet’n normilla ja sisätu-
lolla on sisätuloavaruus (pre-Hilbertin) avaruus.
Todistus. Dirichlet’n sisätulo toteuttaa selvästi sisätulon lineaarisuus- ja vaihdan-
naisuusehdot. Ehto 〈f, f〉D = 0 jos ja vain jos f = 0 takaa meille tekijäavaruuden
struktuurin, jossa nolla-alkiona on vakiokuvausten joukko. Lisäksi tarkasteltava nor-
mi indusoituu tarkasteltavasta sisätulosta.
Useista funktionaalianalyysin perusteoksista löytyy todistuksia tuloksille jotka
ovat ekvivalentteja seuraavan lauseen kanssa. Käytämme lähteenämme [AST, Fréc-
het–Rieszin lause, 163.], jossa on osoitettu eräs tälläinen tulos, josta johdamme tar-
peisiimme sopivan version tuloksesta. Lähteessä on osoitettu seuraava tulos: Jos H
on Hilbertin avaruus, pisteet z, x ovat avaruuden H alkioita ja on määritelty ku-
vaus fz (x) = 〈z, x〉, niin tällöin Λ: x 7→ fx määrittelee liittolineaarisen isometrisen
bijektion H → H∗.
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Lause 4.4 (Fréchet–Rieszin lause). Olkoon H reaalinen Hilbertin avaruus ja σ : H →
R rajoitettu lineaarinen operaattori. Tällöin on olemassa z ∈ H siten, että
σ(x) = 〈z, x〉
kaikilla x ∈ H.
Todistus. Olkoon σ ∈ H∗. Isometrinen bijektio Λ: H → H∗ antaa meille alkion
Λ−1 (σ) = z ∈ H, jolle pätee σ(x) = 〈x, z〉.
Valitettavasti Fréchet–Rieszin lause ei yksin anna meille ratkaisua yhtälöön 4.2.2,
koska avaruutemme C∞ (X) /R ei ole täydellinen, emmekä tiedä, että operaattorim-
me ρˆ olisi rajoitettu. Seuraavissa luvuissa sivuamme paikoitellen Sobolev-avaruuksien
teoriaa syventymättä aiheeseen ja tutkimme funktioavaruuksien abstrakteja täydel-
listymiä. Olkoon H sisätuloavaruuden C∞ (X) /R täydellistymä Dirichlet’n normin
||·||D suhteen. Ajattelemme avaruuden H alkion olevan avaruuden C∞ (X) /R Cauc-
hy jonojen (ψi) ekvivalenssiluokka, missä ekvivalenssirelaatio on määritelty ehdolla:
(ψi) ∼ (ψ′i), jos ||ψi − ψ′i||D → 0.
Nyt ratkaisun löytyminen jakaantuu kahteen osaan. Aluksi meidän on osoitetta-
va, että ρˆ : C∞ (X) /R→ R on rajoitettu. Tämän jälkeen toteamme, että se voidaan
jatkuvasti jatkaa täydellistymään H samannimiseksi operaattoriksi ρˆ. Käyttämällä
Fréchet–Rieszin lausetta 4.4 operaattoriin ρˆ, saamme heikon ratkaisun φ ∈ H. Lo-
puksi osoitamme, että heikko ratkaisumme on sileä, eli φ ∈ C∞ (X) /R.
4.3 Operaattorin ρˆ jatkuvuus
Operaattorin ρˆ jatkuvuuden osoittamiseksi tarvitsemme tuloksia kahden reaalimuut-
tujan differentiaalilaskennasta. Oletetaan, että Ω on konveksi, rajoitettu ja avoin
joukko tasossa C. Olkoon A joukon Ω mitta ja d sen lävistäjä.
Lause 4.5. Olkoon ψ sileä reaaliarvoinen funktio, joka on määritelty sulkeuman Ω












|x− y| |5ψ(y)| dµy.
71
Todistus. Oletetaan, että väite pätee pisteelle x = 0, kun 0 ∈ Ω ja ψ(0) = 0.
Yleisessä tapauksessa x ∈ Ω ja ψ(x) = c valitsemme joukon Ω′ = Ω−x ja kuvaukset
ϕ : Ω′ → Ω ja f : Ω′ → C, jotka ovat määritelty kaavoilla
ϕ(z) = z + x, f(z) = ψ ◦ ϕ(z)− c.
Voimme näiden apukuvauksien avulla laskea









ψ − c dµ




ψ ◦ ϕ− c dµ
= f (0)− f.























|x− y| |5ψ (y)| dµy.
Tämä osoittaa yleisen tapauksen, joten riittää, että osoitamme väitteen tapauksessa
0 ∈ Ω ja ψ(0) = 0.
Käytämme tasossa napakoordinaatteja (r, θ). Olkoon R : [0, 2pi[ → R funktio,
jossa R (θ) on joukon Ω reunan ja θ suuntaisen puolisuoran leikkauspisteen etäisyys
origosta. Joukon Ω konveksisuuden nojalla funktio on hyvin määritelty ja jatkuva.








ψ(r, θ) · r dr dθ.
Nyt otamme käyttöön toisen pituusmuuttujan ρ, jolloin voimme kirjoittaa jokaista
(r, θ) kohti













































Huomaamme, että integraalin tarkka arvo on positiivinen. Toisaalta oletusten mu-










∣∣∣∣ ρ dρ dθ.
Derivaattavektorin ∂ψ/∂ρ pituus on enintään ’täyden’ derivaattavektorin 5ψ pi-
tuus, joten vaihtamalla takaisin kordinaatistosta riippumattomiin merkintöihin saam-







Korollaari 4.6 (Poincarén epäyhtälö). Olkoon ψ sileä reaaliarvoinen funktio, joka
on määritelty sulkeuman Ω ympäristössä. Tällöin pätee yhtälö∫
Ω





Todistus. Tasossa funktioiden f ja g konvoluutio määritellään kaavalla




Operaatio f ∗ g on liitännäinen ja vaihdannainen ja jos ||·||T : L (R2,R) → R+ on
siirtoinvariantti normi tason funktioille, niin
||f ∗ g||T ≤ ||f ||L1 ||g||T ,
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missä L1-normin käyttö ei ole kirjoitusvirhe. Erityisesti tämä pätee kun ||·||T on
L2-normi.






|x| kun |x| < d
0 kun |x| ≥ d .










Määrittelemme tason funktion g kaavalla g(y) = |5ψ(y)|, kun y ∈ Ω ja muulloin
g(y) = 0. Tällöin K ∗ g on positiivinen funktio tasossa ja lauseen 4.5 mukaan∣∣ψ(x)− ψ∣∣ ≤ |(K ∗ g) (x)| ,
kaikilla x ∈ Ω. Tästä seuraa, että∫
Ω
∣∣ψ(x)− ψ∣∣2 dµ(x) ≤ ||K ∗ g||2L2 ≤ ||K||2L1 ||g||2L2 ≤ (d3piA
)2
||5ψ||2L2 .
Tämä osoittaa väitteemme todeksi.
Nyt meillä on keinot osoitaa ρˆ rajoitetuksi operaattoriksi.
Lause 4.7. Funktionaali ρˆ : C∞ (X) /R→ R on rajoitettu.
Todistus. Oletetaan, että supp (ρ) sisältyy karttaan U . Tämä kartta identifioidaan
konveksin ja rajoitetun joukon Ω ⊂ C kanssa. Tässä kartassa käytämme Lebesguen
mittaa samaistamaan kuvauksia ja kaksimuotoja, jolloin voidaan ajatella ρ:ta funk-
tiona jonka integraali on nolla ja kantaja sisältyy joukkoon Ω. Vastaavasti funktio ψ
pinnalla X määrittelee funktion jossakin Ω:n ympäristössä. Merkitsemme Ω:n ym-











ψ − ψ) dµ,
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ψ − ψ) dµ∣∣∣∣ ≤ ||ρ||L2 ∣∣∣∣ψ − ψ∣∣∣∣L2 .







||5ψ||L2 ≤ C ||5ψ||L2 ,
missä C = ||ρ||L2 · d3pi/A. Lopulta saamme arvion
||5ψ||L2(Ω) ≤ ||5ψ||L2(X) = ||ψ||D ,
mikä osoittaa operaattorin rajoittuneisuuden.
Nyt käsittelemme yleisen tapauksen, jossa ρ on kaksimuoto, jonka integraali yli
X:n on nolla. Osoitimme propositiossa 3.23, että integraali määrittelee isomorfis-
min avaruudelta H2c (X) avaruudelle R. Tästä seuraa, että ρ ∈ Im d, joten voimme
kirjoittaa ρ = dθ jollakin X:n kompaktikantajaisella yksimuodolla θ. Kiinnitämme
X:n kartoista Uα ⊂ X koostuvan äärellisen peitteen, jonka jäsenet voidaan esittää
kompleksitason konvekseina ja rajoitettuina joukkoina. Lemman 3.12 avulla valit-
semme peitteeseen sopivan ykkösen osituksen (χα). Asetetaan ρα = d(χαθ). Tällöin
















Yllä osoitimme, että jokainen lineaarinen operaattori ρˆα on rajoitettu, joten äärelli-
nen summa ρˆ =
∑
ρˆα on myös rajoitettu.
4.4 Weylin lemma
Tässä luvussa keskitymme osoittamaan, että heikko ratkaisu yhtälöön 4.2.2 on si-
leä, minkä teemme Weylin lemman avulla. Osoitamme ensin kaksi konvoluutioon
liittyvää tulosta joita tarvitsemme Weylin lemman osoittamiseen.
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Ensimmäisessä lemmassa käytämme ’Newtonin potentiaalia’ kahdessa ulottu-






Funktio ei ole määritelty arvolla x = 0, mutta K on hyvin määritelty lokaalisti
integroituvana funktiona avaruudessa C. Mille tahansa C:n sileälle ja kompaktikan-
tajaiselle funktiolle f , konvoluutio
K ∗ f (x) =
∫
K (y) f (x− y) dµy
on määritelty ja K ∗ f on sileä.
Lemma 4.8. Olkoon σ ja f sileitä kompaktikantajaisia funktioita C:ssä. Tällöin
pätevät yhtälöt
K ∗ (4σ) = σ ja 4 (K ∗ f) = f.
Todistus. Tämä lemma osoittaa, että konvoluutio K:n kanssa on käänteinen ope-
raatio Laplace-operaattorin kanssa. Todistaaksemme ensimmäisen väitteen voimme
translaatioinvarianssin nojalla laskea arvon pisteessä x = 0. Tällöin
(K ∗ 4σ) (0) =
∫ −1
2pi
log (|y|) · (4yσ) (y) dµy.
Joukossa C \ {0} saamme seuraavan tuloksen:












Merkitsemme δ-säteistä kiekkoa ja ympyrän kehää symbolein Dδ ja Sδ. Jaamme
ylemmän integraalin osiin joukkojen Dδ ja C \Dδ suhteen ja laskemme ensin inte-
graalin yli kiekon Dδ:
∫
Dδ












Huomaamme, että integraali yli kiekon Dδ häviää, kun δ lähestyy nollaa. Nyt Gree-
nin toinen kaava antaa meille yhtälön∫
C\Dδ




(log (|y|)5 σ (y)− σ (y)5 log (|y|)) · n ds,
missä n on joukon C \ Dδ yksikköulkonormaali, eli se osoittaa kohti origoa kie-
kon kehältä. Yhtälön vasemmalta puolelta häviää termi σ (y) 4 log (|y|) aiempien
laskujen perusteella. Olkoon γ : [0, 2pi] → C polku määriteltynä kaavalla γ (t) =
(cos (t) ,− sin (t)). Tällöin γ suunnistaa origokeskisen δ-säteisen kiekon myötäpäi-
vään. Nyt saamme arvion
∫
Sδ
log (|y|)5 σ (y) · n ds =
∫
γ










|σ| · δ dt,
mikä suppenee nollaan kun δ → 0. Toisesta integraalista saamme∫
Sδ










(γ2 (t) ,−γ1 (t))
δ2








Toisaalta saamme alarajaksi 2pi infSd σ (x). Tästä näemme, että integraalin arvo lä-
hestyy arvoa 2piσ (0) kun δ → 0. Saimme tuloksen (K ∗ 4σ) (0) = σ (0), koska
olimme jättäneet laskuista pois kertoimen −1/2pi.
Toista väitettä varten kirjoitamme
(K ∗ f) (x) =
∫
K (y) f (x− y) dµy.
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Voimme siirtää Laplace-operaattorin integraalin sisään, koska operaattori on muutt-
jan x suhteen, f on sileä ja x ei esiinny K:n argumentissa. Joten
4 (K ∗ f) (x) =
∫
K (y)4x f (x− y) dµy.
Näemme, että yhtälön oikea puoli on yhtäsuuri kuin K ∗ 4f joka puolestaan on
yhtäsuuri kuin f ensimmäisen kohdan nojalla.
Ennen seuraavan proposition käsittelemistä määrittelemme apufunktion. Vali-
taan jokin sileä funktio β : R→ R, jolle pätee
β (r) =
{
1, kun |r| < εB
2
0, kun |r| ≥ εB
,




rβ (r) dr = 1.
Nyt määrittelemme funktion B : C→ R kaavalla B (z) = β (|z|). Tällöin B on sileä
ja sen Lebesguen integraali yli kompleksitason on 1.
Propositio 4.9. Olkoon ψ : C→ R sileä. Oletetaan, että 4ψ:n kantaja on kompakti
joukko J ⊂ C. Tällöin B ∗ ψ − ψ häviää joukon J εB-ympäristön komplementissa.
Todistus. Olkoon x ∈ X. Oletetaan, että x /∈ J = supp4ψ ja d (x, J) ≥ εB. Tällöin











Toisaalta yhtälö pätee kaikilla r < εB. Tällöin
B ∗ ψ (x) =
∫
C



















= ψ (x) ,
jossa vaihdoimme muuttujan napakordinaatteihin.
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Lemma 4.10. Olkoon Ω rajoitettu avoin joukko C:ssä ja ρ sileä kaksimuoto Ω:ssa.
Oletetaan, että φ kuuluu joukkoon L2 (Ω) ja sillä on seuraava ominaisuus: Kaikilla






Tällöin φ on sileä ratkaisu yhtälöön 4φ = ρ.
Todistus. Ensimmäinen askel tämän todistamiseen on ongelman yksinkertaistami-
nen tilanteeseen, jossa ρ on 0. Valitaan avoin joukko Ω′ ⊂ Ω, joka toteuttaa ehdon
Ω
′ ⊂ Ω. Koska sileys on lokaali ominaisuus, riittää osoittaa, että φ on sileä joukos-
sa Ω′. Voimme valita funktion ρ′ joka on kompaktikantajainen Ω:ssa ja jolle pätee
ρ′ = ρ jossakin Ω′ sulkeuman ympäristössä. Jos merkitsemme lokaalissa kartassa
ρ′ = R′ dz dz, niin lemman 4.8 nojalla
4 (K ∗R′) = R′.
Olemme siis löytäneet sileän ratkaisun φ′ yhtälöön4φ′ = ρ′ joukossa Ω. Tällöin ψ =
φ−φ′ on heikko ratkaisu yhtälöön 4ψ = 0 joukossa Ω′. Jos pystymme osoittamaan,
että ψ on sileä, niin tällöin myös φ on sileä.
Olemme nyt yksinkertaistaneet ongelman tilanteeseen, jossa ρ = 0. Oletetaan,
että φ on yhtälön4φ = 0 heikko ratkaisu Ω:ssa. Väitämme, että φ on sileä avoimessa
joukossa Ω′ jonka ε-ympäristö sisältyy joukkoon Ω. Käytämme sileiden harmonisten
funktioiden keskiarvoperiaatetta.
Jos funktio φ on sileä Ω:ssa, niin proposition 4.9 nojalla pätee B ∗φ = φ joukossa
Ω′. Toisaalta konvoluutio B ∗ φ on sileä kaikilla L2-funktioilla φ. Joten funktion φ
sileys on ekvivalenttia sen kanssa, että joukossa Ω′ pätee B ∗φ = φ. Riittää osoittaa,
että mielivaltaiselle sileälle ja kompaktikantajaiselle testifunktiolle χ : Ω′ → R pätee
〈χ, φ−B ∗ φ〉 = 0.
Oletetaan, että f : C → C ja g : C → R ovat sileitä ja kompaktikantajaisia,
h : C→ C on L2-kuvaus ja g (x) = g (−x). Tällöin pätee yhtälö
〈f, g ∗ h〉 = 〈g ∗ f, h〉.




h = K ∗ (χ−B ∗ χ) = K ∗ χ−B ∗K ∗ χ.
Lemmaa 4.8 edeltävän keskustelun perusteella K ∗χ on sileä funktio kompleksitasos-
sa ja itse lemman nojalla 4 (K ∗ χ) = χ. Tällöin K ∗χ on harmoninen χ:n kantajan
komplementissa ja proposition 4.9 perusteella
B ∗K ∗ χ (x) = K ∗ χ (x) ,
kun x on χ:n kantajan ε-ympäristön komplementissa. Joten funktiolla h on kompakti
kantaja, joka sisältyy joukkoon Ω. Oletimme, että
〈4χ, φ〉 =
∫
φ4 χ = 0
kaikilla χ ∈ Ω0c , joten voimme sijoittaa yhtälöön funktion h, jolloin saamme
〈4h, φ〉 = 0.
Koska sekä χ:n ja B ∗ χ:n kantajat ovat kompaktit, lemman 4.8 nojalla
4h = 4K ∗ (χ−B ∗ χ) = χ−B ∗ χ.
Käyttämällä konvoluution ja sisätulon ominaisuuksia saamme tulokseksi
0 = 〈χ−B ∗ χ, φ〉 = 〈χ, φ〉 − 〈B ∗ χ, φ〉 = 〈χ, φ〉 − 〈χ,B ∗ φ〉 = 〈χ, φ−B ∗ φ〉.
Olemme nyt osoittaneet haluamamme väitteen.
Lause 4.11. Olkoon Riemannin pinnalla X sileä kaksimuoto ρ, jonka integraali on
nolla. Tällöin yhtälön 4.2.2 heikko ratkaisu φ ∈ H on sileä. Toisin sanoen se kuuluu
joukkoon C∞ (X) /R ⊂ H.
Todistus. Oletetaan, että φ ∈ H on heikko ratkaisu yhtälöön 4.2.2. Tällöin meillä
on jono funktioita (φi) pinnalla X, missä jono on Cauchy Dirichlet’n normin suhteen
ja kaikilla sileillä funktioilla ψ pätee
〈φi, ψ〉D → ρˆ (ψ) .
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Kiinnitämme kartan U pinnalla X, jonka samaistamme joukkoon Ω ⊂ C. Lisäämällä
sopivat vakiot voimme olettaa, että funktioiden φi integraalit häviävät Ω:ssa ja siten
korollaarin 4.6:n nojalla pätee
||φi − φj||L2 ≤ C ||φi − φj||D .
Siis (φi) on Cauchyn jono avaruudessa L2 (Ω), joten sen raja-arvo φ on L2 (Ω)-
funktio. Vaadimme jonon jäsenten olevan jatkuvia, jolloin vakion valinta yhdessä
kartassa määrää vakiot muissa kartoissa. Väitämme nyt, että jono (φi) suppenee
lokaalisti L2-mielessä kaikkialla X:ssä. Annamme seuraavaksi yleisemmän argumen-
tin, joka soveltuu myös epäkompaktin pinnan tapaukseen. Olkoon A ⊂ X niiden
pisteiden x joukko joille pätee, että on olemassa kartta V , jossa jono φi suppenee
kohti φ:tä avaruudessa L2 (V ) ja x ∈ V . Tällöin A on määritelmänsä mukaan avoin
ja se on epätyhjä koska yllä kiinnitimme jo erään kartan U ⊂ X. Koska X on yhte-
näinen, joukon A komplementti ei ole avoin ellei se ole tyhjä.
Oletetaan, että A:n komplementti on epätyhjä. Valitaan piste y joukon A:n reu-
nasta. Kuten yllä valitsemme y:n karttaympäristön Ω′ ja jonon reaalilukuja c′i, joilla
φi − c′i suppenee L2 (Ω′):ssa. Valitaan piste x leikkauksesta A ∩ Ω′. Tällöin x:llä on
pieni ympäristö, jossa sekä φi että φi − c′i suppenevat, jolloin voimme merkitä sym-
bolilla φ′ jonon (φi − c′i) raja-arvoa avaruudessa L2 (Ω′). Tällöin jono c′i suppenee
kohti lukua c′, kun i kasvaa rajatta. Nyt y:n ympäristössä pätee
||φi − (φ′ + c)||L2(Ω′) = ||φi − c′i + c′i − (φ′ + c′)||L2(Ω′)
≤ ||φi − c′i − φ′||L2(Ω′) + ||c′i − c′||L2(Ω′) ,
mistä näemme, että jono (φi) suppenee L2 (Ω′)-normin suhteen. Joten y on joukossa
A, mikä on ristiriita. Joten A:n komplementti on tyhjä ja siis A = X.
Olemme löytäneet L2 (Ω)-funktion φ jokaisella kartalla Ω ⊂ X. Yksinkertaisen
argumentin avulla voimme koota globaalin funktion φ, joka on lokaalisti L2 ja heikko
ratkaisu yhtälöön 4φ = ρ pinnalla X. Nyt Weylin lemman 4.10 nojalla φ on sileä.
4.5 Dolbeault’n kohomologian diagrammit
Aloitamme tämän luvun osoittamalla tuloksen, johon viittasimme jo luvussa 4.1.
Kyseinen lause helpottaa meitä suuresti ”diagrammin seuraamisessa” (engl. diagram
chasing) tämän jälkeisten tulosten osoittamisessa.
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Lause 4.12. Olkoon X kompakti ja yhtenäinen Riemannin pinta ja ρ sileä kaksi-
muoto X:ssä. On olemassa ratkaisu φ yhtälölle 4φ = ρ, jos ja vain jos ρ:n integraali
yli X:n on nolla. Tällöin ratkaisu on vakion lisäystä vaille yksikäsitteinen.
Todistus. Väitteen voi jakaa kolmeen pienempään osaan:
• Jos on olemassa ratkaisu φ, niin ρ:n integraali on 0.
• Jos on olemassa ratkaisu φ, niin muut ratkaisut ovat muotoa φ+c, missä c ∈ C.
• Jos ρ:n integraali on 0, niin yhtälön ratkaisuparvi on φ+ c, missä c ∈ C.
Osoitamme ensimmäisen väitteen ensin. Oletetaan, että on olemassa ratkaisu φ








d (∂φ) = 0,
missä käytimme Stokesin lausetta.
Toinen väite on ekvivalentti sen kanssa, että kompaktilla pinnalla harmoninen
funktio φ on vakio. Osoitamme väitteen käyttämällä Dirichlet’n periaatteessa esiin-
tyvää integraalia. Käytämme laskuissamme lemmaa 3.35, jolloin∫
X
| dφ|2 = 〈φ, φ〉D =
∫
X
φ4 φ = 0.
Tästä päättelemme, että dφ = 0 koko pinnalla X ja edelleen, että φ on vakio.
Luvun 4.1 nojalla voimme osoittaa kolmannen väitteen löytämällä sileän funktion
φ, jolle pätee ρˆ (ψ) = 〈ψ, φ〉D. Tiedämme lauseen 4.7 perusteella, että ρˆ on jatkuva.
Tällöin voimme jatkuvasti jatkaa operaattorin ρˆ avaruuden C∞ (X) /R täydellisty-
mään H. Tämän jälkeen käytämme Fréchet–Rieszin lausetta 4.4, jolloin löydämme
yhtälön 4.2.2 heikon ratkaisun φ ∈ H. Lause 4.11 sanoo, että heikko ratkaisumme φ
on sileä.
Edellisen tuloksen avulla tulemme osoittamaan, että Dolbeaultin kohomologioi-
den H i,j ja de Rhamin kohomologioiden H i välillä on yhteys, joka muodostuu muu-
taman luonnollisen kuvauksen avulla. Tämän luvun loppupuolella onnistumme löy-
tämään kaikki kompaktit genus 0 ja 1 Riemannin pinnat mainitun yhteyden avulla.
Nämä edellä mainitut kuvaukset ovat seuraavat:
1. Kuvauksen α 7→ α indusoima kuvaus σ : H1,0 → H0,1.
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2. Kuvaus i : H1,0 → H1, joka kuvaa analyyttisen yksimuodon kohomologialuo-
kalleen.
3. Bilineaarinen kuvaus B : H1,0 ×H0,1 → C määriteltynä kaavalla




Tässä edustajan θ vaihtaminen edustajaksi θ + ∂f lisää termin∫
X




joka häviää Stokesin lauseen nojalla.
4. Kuvaus ν : H1,1 → H2, joka indusoituu inkluusiokuvauksesta j : Im ∂ → Im d,
jossa ∂ : Ω1,0 → Ω2 ja d : Ω1 → Ω2.
Lause 4.13. Olkoon X kompakti ja yhtenäinen Riemannin pinta. Tällöin
1. Kuvaus σ : H1,0 → H0,1 on isomorfismi.
2. Kuvaus A : H1,0 ⊕H0,1 → H1 määriteltynä kaavalla
A (α, [θ]) = i(α) + i (σ−1(θ))
on isomorfismi.
3. Kuvaus B indusoi isomorfismin H0,1 → (H1,0)∗.
4. Kuvaus ν : H1,1 → H2 on isomorfismi.
Todistus. Ensimmäisessä väitteessä osoitamme ensin surjektiivisuuden. Olkoon [θ]
ekvivalenssiluokka H0,1:ssa ja θ sen eräs edustaja. Tällöin ∂θ on kaksimuoto ja Sto-
kesin lauseen nojalla
∫
∂θ = 0. Nyt lause 4.12 antaa sileän funktion f , joka toteuttaa
yhtälön ∂∂f = −∂θ. Merkitsemme θ′ = θ+ ∂f ∈ [θ]. Haluamme näyttää, että θ′ on
analyyttinen yksimuoto, mikä on yhtäpitävää yhtälön ∂ θ′ = 0 kanssa. Laskemalla
saamme tuloksen












= ∂θ + ∂∂f = 0.
Nyt θ′ on analyyttinen, jolloin myös indusoitu operaattori σ on määritelty pisteessä
θ
′. Olemme nyt osoittaneet surjektiivisuuden, koska σ(θ′) = [θ].
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Injektiivisyyden osoittamiseksi oletamme, että muodolle α ∈ H1,0 pätee α ∈
Im ∂. Haluamme näyttää, että α = 0. Koska α ∈ Im ∂, on olemassa sileä funktio g,
jolle ∂g = α. Toisaalta g toteuttaa yhtälön
∂∂g = ∂α = ∂α = 0,
joten g on harmoninen. Lauseen 4.12 nojalla g on vakiokuvaus. Tällöin pätee α =
∂g = 0, mikä osoittaa operaattorin σ injektiivisyyden ja samalla isomorfisuuden.
Toisessa ongelmassa osoitamme injektiivisyyden ensin. Oletetaan, ettäA (α, [θ]) =
[0] ∈ H1 joillakin α ∈ H1,0 ja [θ] ∈ H0,1. Tällöin on olemassa g ∈ Ω0, jolle pätee
dg = ∂g + ∂g = α + θ′,
jollakin θ′ = θ+∂f . Yksimuodon hajoitelman yksikäsitteisyydestä seuraa, että ∂g =
θ′ ja edelleen [θ] = 0 ∈ H0,1. Tiedämme, että α on analyyttinen yksimuoto, joten
∂α = 0. Tästä seuraa, että yhtälö ∂∂g = ∂α = 0 pätee, joten kuvauksen g on oltava
vakio. Tällöin ∂g = α = 0.
Surjektiivisuuden osoittamiseksi oletamme, että
α = α1,0 + α0,1 = a1 + a2 ∈ ker d.
Yritämme löytää muodot α1 ∈ H1,0 ja [α2] ∈ H0,1, joille A (α1, [α2]) = [α]. Koska
dα = 0, pätee myös
∂a1 = −∂a2.
Lauseen 4.12 avulla osaamme ratkaista yhtälön ∂∂f = ∂a1, koska kaksimuodon





= ∂a2 − ∂∂f = −∂a1 − ∂∂f = −∂a1 + ∂∂f = 0.
Voimme todeta, että muoto
a1 − ∂f + a2 − ∂f = α1 + α2
on summa analyyttisestä ja antianalyyttisestä yksimuodoista ja A (α1, [α2]) = [α].
Kolmatta väitettä varten palautamme mieleen luvusta 3.5, että (1, 0)-muodoille
voi määritellä sisätulon 〈α, β〉 = ∫
X
iα∧β. Kohdan 2 perusteella, genus g kompaktil-
la Riemannin pinnalla on äärellisulotteiset avaruudet H1,0 ja H0,1. Valitaan H1,0:n
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virittävä ortonormaali kanta β1, ..., βn. Nyt edellisen kohdan perusteella σ on iso-
morfismi, joten alkiot σ (β1) , ..., σ (βn) muodostavat H0,1:n kannan. Tällöin riittää
osoittaa, että kuvaus
Bσ(βj) = α 7→ B (α, σ (βj))
on sama kuin β∗j /i, missä β∗j on βj:n duaali. Palautetaan mieleen, että kantavekto-
reille ja duaalialkioille pätee
β∗k (βj) = δkj =
{
1 kun k = j
0 kun k 6= j .










Tämä osoittaa, että B indusoi isomorfismin H0,1 → (H1,0)∗.
Neljännessä kohdassa riittää osoittaa, että joukot ∂Ω1,0 ja dΩ1 ovat samat.
Olkoon α ∈ Im d ∈ H2. Proposition 3.23 nojalla ∫ α = 0, jolloin käyttämäl-
lä lausetta 4.12 löydämme sileän funktion f , jolla 4f = 2i∂∂f = α. Näin ollen
α = ∂ (2i∂f) ∈ Im ∂.
Oletetaan, että β ∈ Im ∂. Tällöin voimme kirjoittaa β = ∂b, jollakin b ∈ Ω1,0.
Nyt voimme laskea
db = ∂b+ ∂b = 0 + ∂b.
Päättelemme, että Im ∂ = Im d, jolloin saamme tuloksen
H1,1 = Ω2/ Im ∂ = Ω2/ Im d = H2.
Edellisen tuloksen avulla pystymme identifioimaan kompaktit genus 0 ja 1 pinnat
helposti tuttujen avaruuksien kanssa.
Korollaari 4.14. Genus 0 kompakti Riemannin pinta on ekvivalentti Riemannin
pallon kanssa.
Todistus. Olkoon X genus 0 Riemannin pinta ja p piste pinnalla X. Nyt avaruuden
H1 dimensio on 0, joten lauseen 4.13 nojalla avaruuden H0,1 dimensio on 0. Propo-
sition 4.2 avulla löydämme meromorfisen funktion f : X → C, jolla on ensimmäisen
kertaluvun napa pisteessä p eikä sillä ole muita napoja. Tällöin lauseen 2.12 nojalla
X on ekvivalentti Riemannin pallon kanssa.
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Korollaari 4.15. Genuksen 1 kompakti Riemannin pinta on ekvivalentti toruksen
C/Γ kanssa.
Todistus. Olkoon X genus 1 Riemannin pinta. Oletetaan, että epätriviaalilla ana-
lyyttisellä yksimuodolla α on nollakohta pisteessä p ∈ X. Proposition 4.2 avulla
löydämme aidosti meromorfisen funktion f pinnalla X, jolla on yksinkertaiset na-
vat pisteissä p ja q, missä q 6= p. Tällöin fα on meromorfinen yksimuoto, jolla on
yksinkertainen napa pisteessä q. Nyt α:n residueitten summa ei ole nolla, mikä on
ristiriidassa proposition 3.30 kanssa. Tämän nojalla α:lla ei ole nollakohtia. Nyt
lauseen 4.1 nojalla X on ekvivalentti pinnan C/Γ kanssa, missä Γ on pinnalla C
toimiva diskreetti möbiusryhmä.
4.6 Uniformisaatio
Olemme edellisessä luvussa onnistuneesti luokitelleet kompaktit genus 0 ja 1 Rie-
mannin pinnat. Seuraavaksi käsittelemme epäkompaktia tapausta osoitamalla ensin
lauseen 4.12 yleistyksen epäkompakteille Riemannin pinnoille. Tämän jälkeen meillä
on tarvittavat työkalut Riemannin pintojen uniformisaation todistamiseksi.
Ensin määrittelemme funktion suppenemisen äärettömyydessä. Olkoon X epä-
kompakti, funktio ϕ : X → R ja c ∈ R. Sanomme, että ϕ suppenee kohti lukua c
äärettömyydessä avaruudessa X, jos jokaista ε > 0 kohti on olemassa kompakti
joukko K ⊂ X, jolle pätee |ϕ(x)− c| < ε, kun x /∈ K. Sanomme, että ϕ suppenee
kohti lukua +∞ äärettömyydessä avaruudessa X, jos jokaista M ∈ R kohti
on olemassa kompakti joukko K ⊂ X, jolle pätee ϕ(x) > M , kun x /∈ K.
Tämän määritelmän avulla voimme muotoilla epäkompaktin vastineen lauseelle
4.12.
Lause 4.16. Olkoon X yhtenäinen, yhdesti yhtenäinen ja epäkompakti Riemannin




ρ = 0. Tällöin on olemassa sileä funktio ϕ : X → R, jolle pätee4ϕ = ρ
ja ϕ suppenee kohti nollaa äärettömyydessä.
Todistus. Olkoon ρ kompaktikantajainen kaksimuoto pinnalla X jonka integraali yli
pinnan X on nolla. Tutkimme sileiden kompaktikantajaisten reaaliarvoisten funk-
tioiden vektoriavaruutta Ω0c varustettuna Dirichlet’n normilla




Epäkompaktilla pinnalla Dirichlet’n normi on aito normi, koska nollasta poikkeavan
vakiokuvauksen kantaja ei ole kompakti.
Olkoon H avaruuden Ω0c täydellistymä normin ||·||D suhteen. Määrittelemme





Lause 4.7 käsittelee avaruutta C∞ (X) /R kompaktilla pinnalla, mutta epäkompak-
tissa tapauksessa voimme tutkia avaruutta C∞c (X) yllä esiteltyjen argumenttien pe-
rusteella. Nyt tutkittavalla funktioavaruudella on samat meille tärkeät ominaisuu-
det eli se sisältää vain kompaktikantajaisia funktioita ja vain yhden vakiofunktion,
nollafunktion.
Osoitamme ensin tilanteen, jossa ρ:n kantaja sisältyy yhteen karttaan. Oletetaan,
että ρ:n kantaja sisältyy karttaan U . Lauseen 4.7 todistuksen osa, jossa ρ:n kantaja
sisältyy yhteen karttaan osoittaa myös meidän nykyisen operaattorimme jatkuvaksi.
Nyt löydämme Fréchet–Rieszin lauseen 4.4 avulla alkion φ ∈ H, jolle pätee yhtälö
ρˆ (ψ) = 〈ψ, φ〉D.
Seuraten lauseen 4.11 todistusta valitsemme Cauchy jonon (fi), joka suppenee
kohti alkiota φ avaruudessa H ja jonka alkiot ovat sileitä kompaktikantajaisia funk-
tioita. Lisäksi löydämme jonon reaalilukuja ci siten, että jono φi = fi + ci suppenee
L2 (U)-normin suhteen. Samat argumentit osoittavat, että jono φi suppenee jokai-
sessa kartassa L2 normin suhteen. Lisäksi ratkaisu φ on sileä ja toteuttaa yhtälön
4φ = ρ.
Olemme löytäneet jonon (φi) sileitä kuvauksia, jolle normit ||dφ− dφi||L2(X) sup-
penevat kohti nollaa, kun i kasvaa rajatta. On myös olemassa reaaliluvut ci ja kom-
paktit joukot Bi ⊂ X siten että φi = ci joukossa X \Bi, jokaisella i. Lisäksi jokaisel-
le kompaktikantajaiselle yksimuodolle α normit ||(φ− φi)α||L2(X) suppenevat kohti
nollaa, kun i kasvaa rajatta. Jäljelle jäi enää osoittaa, että φ suppenee kohti nollaa
äärettömyydessä pinnalla X. Oikeastaan riittää osoittaa, että φ suppenee kohti jo-
tain vakiota c äärettömyydessä pinnalla X, koska voimme tällöin vaihtaa kuvauksen
φ kuvaukseen φ− c. Tämän asian todistus on varsin tekninen ja siksi yksityiskohdat
sivuutetaan, mutta todistuksen idean voi lukea näistä tiedoista eteenpäin tutkiel-
man liitteistä luvussa 5. Asia on käsittelty tarkemmin Donaldsonin teoksessa [DON,
Luku 10]. Tästä eteenpäin oletamme, että olemme osoittaneet väitteen tapauksessa,
jossa ρ:n kantaja sisältyy karttakiekkoon U .
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Seuraavaksi osoitamme yleisen tapauksen. Olkoon ρ reaaliarvoinen kompakti-
kantajainen kaksimuoto, jonka integraali yli pinnan X on 0. Tulemme käyttämään
apuna kantajan kompaktiutta ja ykkösen ositusta lemman 3.12 hengessä. Proposi-
tion 3.23 nojalla on olemassa kompaktikantajainen yksimuoto α, jolle pätee dα = ρ.
Valitaan kartoista koostuva äärellinen peite Ui, .., Un kantajalle supp ρ ja peitteeseen
sopiva ykkösen ositus f1, ..., fn. Merkitsemällä d (fiα) = ρi voimme kirjoittaa









Nyt kaksimuodon ρi kantaja on kompakti ja [ρi] = [0] ∈ H2c (X). Koska ρi:n kantaja
sisältyy karttaan Ui ja
∫
ρi = 0, on olemassa sileä ϕi, jolle pätee 4ϕi = ρi ja ϕi








Valitsemme funktion ϕ =
∑
ϕi. Tällöin ϕ suppenee kohti nollaa äärettömyydessä
pinnalla X ja 4ϕ = ρ, mikä osoittaa väitteen.
Nyt meillä on tarvittavat tiedot uniformisaation todistusta varten.
Lause 4.17. Olkoon X yhtenäinen, yhdesti yhtenäinen ja epäkompakti Riemannin
pinta. Tällöin X on ekvivalentti joko tason C:n tai ylemmän puolitason H kanssa.
Todistus. Olkoon p pinnalla X ja p-keskinen kartta (Up, z). Valitsemme funktion β,





∂ (β) ja ρ = ∂A,
missä tulkitsemme A:n häviävän p:n pienessä ympäristössä. Tällöin A on (0, 1)-
muoto jonka kantaja sisältyy p-keskiseen ympyrärenkaaseen. Lisäksi ρ on komplek-
siarvoinen kaksimuoto, jonka integraali on Stokesin lauseen nojalla 0. Lausetta 4.16
soveltamalla ρ:n reaali- ja imaginääriosiin löydämme kompleksiarvoisen funktion g,
joka toteuttaa yhtälön ∂∂g = ρ ja jonka reaali- ja imaginääriosat suppenevat nollaan
äärettömyydessä pinnalla X. Määrittelemme reaaliarvoisen yksimuodon a kaavalla
a =
(
A− ∂g)+ (A− ∂g) = α dz + α dz.
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Konstruktiomme perusteella yhtälö ∂
(
A− ∂g) = 0 on tosi, mistä seuraa myös,
että da = 0. Koska X on yhdesti yhtenäinen, proposition 3.21 nojalla H1 (X) = 0.
Tämän perusteella tiedämme, että
Im d0 = ker d1
ja siten on olemassa reaaliarvoinen kuvaus ψ, jolle pätee a = dψ. Tästä seuraa, että
∂ψ = A− ∂g.





− (g + ψ)
)
= A− ∂ (g + ψ) = A− A = 0.
Nyt näemme, että f = β/zp − (g + ψ) on meromorfinen kuvaus pinnalla X, jolla
on napa pisteessä p ja sen imaginääriosa suppenee nollaan äärettömyydessä pinnal-
la X. Tarkasti sanottuna f :n imaginääriosa suppenee nollaan äärettömyydessä p:n
ympäristön komplementissa.
Meromorfinen funktio f on analyyttinen funktio pinnalta X Riemannin pal-
lolle C. Merkitään symbolein H+ ja H− ylempää ja alempaa avointa puolitasoa.
Merkitään lisäksi X± = f−1 (H±) ⊂ X. Tällöin X+ ja X− ovat avoimia joukko-
ja X:ssä. Näytämme ensin, että X+ ∪ X− on tiheä X:ssä. Oletetaan, että joukko
E ⊂ X \ (X+ ∪X−) on avoin. Koska f on avoin kuvaus, tällöin kuvajoukko f (E)
on avoin. Toisaalta f (E) sisältyy joukkoon R ∪ {∞}, joten tästä seuraa se, että
E on tyhjä joukko. Päättelemme, että X+ ∪ X− on tiheä X:ssä. Valitsemalla f :n
rajoittumat joukkoihin X+ ja X−, saamme analyyttiset funktiot
f± : X± → H±.
Väitämme, että f± on ankara funktio. Olkoon B ⊂ H+ kompakti. Osoitamme
f−1 (B):n kompaktiksi joukoksi. Koska B on ylemmän avoimen puolitason suljet-
tu osajoukko, on olemassa ε > 0, jolle kaikilla z ∈ B pätee
Im (z) > ε.
Koska f :n imaginääriosa suppenee nollaan äärettömyydessä, voimme valita kom-
paktin joukon J ⊂ X siten, että |Im (f (x))| < ε, kun x /∈ J . Tämän perusteella
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f−1 (B) ⊂ J ja f−1 (B) on suljettu, joten se on kompaktin joukon osajoukkona
kompakti joukko X:ssä. Tästä seuraa, että f−1+ (B) on kompakti myös joukossa X+.
Tämä osoittaa sen, että f± on ankara funktio.
Tiedämme, että f :n rajoittuma johonkin p:n ympäristöön on homeomorfismi
pisteen ∞ ympäristöön C:ssä. Tästä voimme päätellä, että X± on epätyhjä, jolloin
funktion f± ankaruuden nojalla f± on surjektio. Nyt f±:n aste d± on määritelty ja
sille pätee d± ≥ 1. Väitämme, että d+ = d− = 1. Koska Im (f) suppenee nollaan
äärettömässä, valitsemme sellaisen kompaktin joukon K, jolle Im (f(x)) < 1, kun
x /∈ K. Oletetaan, että d+ ≥ 2. Tällöin jokaista lukua n ≥ 1 kohti löydämme pisteet
xn, x˜n ∈ X+ joille pätee
f (xn) = f (x˜n) = in
ja joko xn ja x˜n ovat eri pisteitä tai f :n derivaatta häviää pisteessä xn = x˜n. Joukon
K valinnasta seuraa se, että xn, x˜n ∈ K, jolloin voimme valita osajonot (xn′) ja
(x˜n′), jotka suppenevat pisteisiin x ja x˜. Jonon (in) suppenemisesta pisteeseen ∞
avaruudessa C seuraa yhtälö
f (x) = f (x˜) =∞.
Päättelemme, että x = x˜ = p, koska f :llä on vain yksi napa ja sen kertaluku on
1. Tämä on ristiriita sen kanssa, että f on p:n ympäristössä lokaali homeomorfismi
jonka derivaatta ei häviä.
Nyt tiedämme, että f kuvaa joukon X± bijektiivisesti joukolle H± tasossa C.
Seuraavaksi väitämme, että f on injektio koko määrittelyjoukossaan. Olkoon x1 ja
x2 eri pisteitä pinnalla X, joille pätee f(x1) = f(x2) = y ∈ C. Merkitsemme
X˜ = X \ (X+ ∪X−) .
Tällöin X on erillinen yhdiste X˜∪X+∪X−. Koska joukot X+ ja X− ovat määritelty
alkukuvina puolitasoista, voimme päätellä, että x1 ja x2 kuuluvat samaan joukkoon
vaihtoehdoista X˜,X+ ja X−. Toisaalta f on injektio joukossa X±, joten y ∈ R ja
x1, x2 ∈ X˜. Valitaan erilliset avoimet kiekot D1 ja D2 ympäristöiksi pisteille x1 ja
x2 ja sellainen pisteen y ympäristö V , että V ⊂ f (D1) ∩ f (D2). Nyt on olemassa
piste y′ ∈ V ∩ H+, jolloin on myös olemassa erisuuret pisteet x′1 ∈ D1 ja x′2 ∈ D2,
joille pätee f(x′1) = f(x′2) = y′. Tämä on ristiriita sen kanssa, että f on injektiivinen
joukossa X+.
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Nyt f kuvaa pinnan X homeomorfisesti avoimelle joukolle U ⊂ C, jolle pätee
H+ ∪H− ∪{∞} ⊂ U . Tämän perusteella voimme kirjoittaa U = C \ I jollakin kom-
paktilla joukolla I ⊂ R, joten X ja U ovat konformisesti ekvivalentit funktiolla f .
Jos I:llä on enemmän kuin yksi yhtenäinen komponentti, niin pi1 (U) on epätriviaali
ryhmä, mikä olisi ristiriita sen kanssa, että X on yhdesti yhtenäinen. Päättelemme,
että I on joko yksiö tai aito suljettu väli. Ensimmäisessä tapauksessa on selvää, että
C \ I on ekvivalentti tason C kanssa. Toisessa tapauksessa määrittelemme konfor-
misen homeomorfismin joukon C \ I ja H+:n välille seuraavasti. Olkoon I = [a, b]
ja funktiot h : H+ → C \ [0,∞] ja γ : C \ [0,∞] → C \ [a, b], jotka ovat määritelty
kaavoilla




Funktio h on konforminen bijektio, koska h′ (z) 6= 0 kaikilla z ∈ H+. Funktio γ
on möbiuskuvaus ja siten myös konforminen. Voimme myös todeta, että γ(0) = a,
γ(∞) = b ja γ(x) ∈ [a, b], kun x > 0. Koska molemmat funktiot ovat konformisia
homeomorfismeja, myös γ ◦ h : H+ → C \ [a, b] on konforminen homeomorfismi.
Kun lisäämme edelliseen tulokseen tiedon siitä, että korollaarin 4.14 nojalla ai-
noa yhdesti yhtenäinen kompakti pinta on Riemannin pallo, saamme muotoiltua
Riemannin pintojen uniformisaatiolauseen.
Lause 4.18 (Uniformisaatiolause). Olkoon X yhtenäinen ja yhdesti yhtenäinen Rie-
mannin pinta. Tällöin X on ekvivalentti joko pallon C, tason C tai ylemmän puo-
litason H kanssa.
Korollaari 4.19. Yhtenäinen Riemannin pinta X on ekvivalentti täsmälleen yhden
pinnan kanssa seuraavista kuudesta vaihtoehdosta:
• Riemannin pallo C,
• C, C/〈2pi〉 = S1 × R, C/〈2pi, i2pi〉 = S1 × S1,
• H tai tekijäavaruus H/Γ, missä Γ ⊂ PSL (2,R) on diskreetti aliryhmä.
Todistus. Olemme propositiossa 2.18 näyttäneet, että on olemassa konformista ekvi-
valenssia vaille yksikäsitteinen yhdesti yhtenäinen peiteavaruus (X∗, F ). Uniformi-
saation 4.18 nojalla X∗ on ekvivalentti joko pallon, tason tai kiekon kanssa.
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Riemannin pinta on peiteavaruutensa tekijäavaruus, kun samaistetaan peitet-
ransformaatioryhmän radat toisiinsa. Lisäksi tiedämme, että peitetransformaatio-
ryhmän alkioilla ei ole kiintopisteitä lukuunottamatta ryhmän triviaalialkiota ja
että Riemannin pallon konformiset homeomorfismit ovat möbius kuvauksia. Päätte-
lemme, että voimme siirtyä tutkimaan möbiusryhmiä. Erityisesti tutkimme sellaisia
ryhmiä, joille pätee ΓH = H tai ΓC = C (tai ΓC = C).
Luvussa 2.3 totesimme, että Riemannin pallosta emme saa muita Riemannin
pintoja, mutta kompleksitasosta saamme yhden tai kahden alkion virittämillä ryh-
millä joko äärettömän pitkän lieriön tai toruksen. Muut Riemannin pinnat saamme
diskreetillä aliryhmällä Γ ⊂ PSL (2,R) tekijäavaruutena H/Γ.
Pääsemme lopuksi osoittamaan, että Riemannin pinnan topologialla on nume-
roituva kanta, mikä tekee siitä 2-moniston.
Lause 4.20 (Radón lause). Yhtenäisen Riemannin pinnan X topologialla on nu-
meroituva kanta.
Todistus. Uniformisaation 4.18 nojalla X:llä on yhdesti yhtenäinen peiteavaruus X∗
joka on joko C, C tai H. Nyt pinnalla X∗ on numeroituva kanta B.
Väitämme, että kokoelma V = {pi (B) | B ∈ B} voidaan valita pinnan X kan-
naksi. Kokoelma on selvästi numeroituva. Osoitetaan, että jokainen kokoelman V
jäsen on avoin pinnalla X. Tämä on yhtäpitävää sen kanssa, että jokaista jouk-
koa B ∈ B kohti joukko B′ = pi−1 (pi (B)) ⊂ X∗ on avoin. Koska pi on indusoitu





Tällöin B′ on avointen joukkojen yhdisteenä avoin. Nyt meidän täytyy enää osata
lausua mielivaltainen avoin joukko U ⊂ X numeroituvana yhdisteenä joukoista V ∈
V . Koska pi−1 (U) on avoin, voimme kirjoittaa sen numeroituva yhdisteenä ∪Bi, jossa





= pi (∪Bi) = ∪pi (Bi) ,
missä yhdiste numeroituvasta kokoelmasta kannan V jäseniä.
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5 Liite
Tässä luvussa osoitamme, että lauseen 4.16 todistuksessa löydetty funktio φ suppe-
nee kohti nollaa äärettömyydessä epäkompaktilla Riemannin pinnalla X. Asian ma-
temaattinen käsittely ei ole tässä luvussa täysin tarkkaa, mutta kuitenkin tarpeeksi
informatiivista, jotta tekniset yksityiskohdat ovat kohtuullisella vaivalla mahdollista
johtaa. Ongelman tarkempi käsittely löytyy teoksesta [DON, Luku 10].
Palautamme ensin mieleen lähtötilanteemme. Yhdesti yhtenäisellä epäkompak-
tilla Riemannin pinnalla X on sileä reaalinen kaksimuoto ρ, jonka kantaja sisältyy
kiekkoon D ja integraali yli pinnan X on nolla. Lisäksi sileä reaalifunktio φ toteut-
taa yhtälön 4φ = ρ ja on olemassa sileiden reaalifunktioiden jono (φi) pinnalla X,
jolle pätee seuraavat ehdot:
1. Jokaista φi kohti on olemassa reaaliluku ci ja kompakti joukko Bi ⊂ X siten
että φi = ci joukossa X \Bi.
2. Jokaiselle kompaktikantajaiselle yksimuodolle α normit ||(φ− φi)α|| suppene-
vat kohti nollaa, kun i kasvaa rajatta.
3. Normit ||φ− φi||D suppenevat kohti nollaa, kun i kasvaa rajatta.
Meille riittää osoittaa, että φ suppenee äärettömyydessä kohti äärellistä vakiota c,
koska voimme tarvittaessa korvata φ:n funktiolla φ− c.
Olkoon K ⊂ X kompakti joukko ja {Zi} kokoelma joukon X \ K yhtenäisistä
komponenteista. Koska X on yhdesti yhtenäinen, on intuitiivisesti selvää, että vain
yhden joukon Zi sulkeuma on epäkompakti. Valitettavasti tämän intuitiivisen tulok-
sen todistus ei ole yksinkertainen, emmekä esitä sitä tässä tutkielmassa. Todistuksen
voi kuitenkin lukea Donaldsonin teoksesta [DON, Luku 10].
Lemma 5.1. Olkoon X yhtenäinen, yhdesti yhtenäinen ja epäkompakti Riemannin
pinta. Oletetaan, että K ⊂ X on kompakti. Tällöin joukon X \ K yhtenäisistä
komponenteista täsmälleen yhden sulkeuma ei ole kompakti.
Jos lemma 5.1 ei pätisi, niin joutuisimme huolehtimaan siitä, että funktiomme
φ ”suppenee jokaisen epäkompaktin komponentin suuntaan” kohti vakiota c ääret-
tömyydessä pinnalla X. Tämän takia edellinen propositio osoittautuu hyödylliseksi
myöhemmin.
93
Seuraavaksi löydämme funktiolle φ neljä mahdollista käyttäytymistä kompaktien
joukkojen komplementeissa.
Lemma 5.2. Olkoon X epäkompakti yhdesti yhtenäinen Riemannin pinta ja g jat-
kuva funktio pinnalla X. Tällöin täsmälleen yksi seuraavista väitteistä pitää paik-
kansa:
1. Funktio g suppenee kohti lukua c ∈ R äärettömyydessä.
2. g suppenee kohti lukua ∞ äärettömyydessä.
3. g suppenee kohti lukua −∞ äärettömyydessä.
4. On olemassa reaaliluvut α ja β, joille pätee α < β ja joukot g−1 ]−∞, α] ja
g−1 [β,∞[ ovat epäkompakteja joukkoja.
Tämä tulos voidaan osoittaa tutkimalla joukkoa
A− =
{
t ∈ R | g−1 ]−∞, t] on kompakti}
ja vastaavasti määriteltyä joukkoa A+ ja erilaisia vakioiden c− = supA− ja c+ =
inf A+ arvoja.
Nyt riittää osoittaa, että kolme jälkimmäistä vaihtoehtoa lemmasta 5.2 eivät pä-
de funktiolle φ. Kun on osoitettu käyttäen yhtälön 4φ = ρ ominaisuuksia, että φ ei
suppene äärettömyydessä kohti lukua ∞ pinnalla X, voimme symmetrisyyden no-
jalla sulkea pois myös kolmannen vaihtoehdon. Tämän jälkeen johdamme seuraavan
tuloksen.
Propositio 5.3. Kuvaus φ suppenee kohti äärellistä lukua c tai on olemassa reaaliset
luvut α ja β ja epäkompaktit suljetut polkuyhtenäiset joukot Zα, Zβ ⊂ X, joille pätee
α < β,
Zα ⊂ φ−1 (]−∞, α]) ja Zβ ⊂ φ−1 ([β,∞[) .
Nyt tehtävänämme on sulkea pois proposition 5.3 jälkimmäinen vaihtoehto johta-
malla ristiriita. Oletamme siis, että kyseinen vaihtoehto pätee. Kiinnitetään pisteet
xα ∈ Zα ja xβ ∈ Zβ ja valitaan polku Γ joka yhdistää pisteet xα ja xβ. Seuraavan
lemman nojalla voimme olettaa, että ϕi = ϕ polulla Γ.
Lemma 5.4. Olkoon K ⊂ X kompakti. Tällöin on olemassa jono (ϕi), joka toteut-
taa samat ehdot kuin jono (φi) ja ϕi = φ joukossa K kaikilla i.
94
Jonon toteuttamat ehdot viittaavaat tämän luvun alussa esiteltyihin kolmeen
ehtoon. Olkoon χ sileä kompaktikantajainen funktio, joka saa arvon 1 joukossa K.
Tällöin määrittelemme funktion
ϕi = χφ+ (1− χ)φi.
Tästä on helppo nähdä, että jono toteuttaa vaaditut ehdot.
Tulemme konstruoimaan jonon suljettuja polkuja tasossa, joiden rajaaman alu-
een ala on vähintään δ > 0. Jonon (φi) ominaisuuksista johdamme ristiriidan, jossa
polkujen rajaamat alat suppenevat nollaan.
Palautamme mieleen, että konstruoimme jonon φi jonosta kompaktikantajaisia
funktioita fi, jotka suppenevat kohti funktiota φ Dirichlet’n normin suhteen. Nyt
suljetut epäkompaktit joukot Zα ja Zβ eivät voi sisältyä yhteenkään kompaktiin
joukkoon supp fi. Lisäksi näiden joukkojen täytyy leikata joukon X \ supp fi epä-
kompaktia yhtenäistä komponenttia ja lemman 5.1 nojalla on olemassa vain yksi
tälläinen yhtenäinen komponentti. Päättelemme, että on olemassa polku λi joukos-
sa X \supp fi, mikä yhdistää jotkin pisteet yi,α ∈ Zα ja yi,β ∈ Zβ. Pystymme määrit-
telemään myös polun α′i joukossa Zα pisteiden yi,α ja xα väliin ja polun β′i joukossa
Zβ pisteiden yi,β ja xβ väliin. Olkoon γi suljettu polku Γ ∗ β′i ∗ λi ∗ α′i. Koska X on
yhdesti yhtenäinen, tämä polku on kutistuva. Tällöin löydämme kompaktin joukon
Ki ⊂ X, jossa γi on kutistuva.
Tutkitaan kuvausta Fi : X → R2 määriteltynä kaavalla Fi (x) = (ϕ (x) , ϕi (x)).
Tällöin polulle γi pätee
• Fi (Γ) ⊂ {(u, u) ∈ R2},
• Fi (β′i) ⊂ {(u1, u2) ∈ R2 | u1 ≥ β} ,
• Fi (λi) ⊂ {(u1, ci) ∈ R2} ja
• Fi (α′i) ⊂ {(u1, u2) ∈ R2 | u1 ≤ α}.
Esittelemme aputuloksen ennen todistuksen viimeisiä vaiheita. Tulos on muut-
tujanvaihtokaavasta johdettu epäyhtälö.
Lemma 5.5. Olkoon X Riemannin pinta pinta ja f : X → R2 sileä kuvaus. Olete-
taan, että K ⊂ X on kompakti. Tällöin
µ (f (K)) ≤
∫
X
|f ∗ ( dx1 dx2)| ,
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missä x1 ja x2 ovat tason standardit kordinaatit ja µ on tason Lebesguen mitta.
Voimme päätellä, että joukko
Z =
{
(u1, u2) ∈ R2 | α < u1 < β, min (u1, ci) < u2 < max (u1, ci)
}
sisältyy kuvaan Fi (Ki). Tämän tiedon johtaminen onnistuu polun Fi ◦ γi kierros-
lukuja laskemalla pisteelle z ∈ Z ja käyttämällä kutistuvuus ominaisuutta. Lisäksi
pätee yhtälö µ (Z) ≥ (β − α)2 /4 = δ. Voimme laskea lemman 5.5 avulla, että muo-
don F ∗i ( du1 du2) itseisarvon integraali on arvoltaan vähintään δ. Seuraavaa tulosta
varten kirjoitamme
F ∗i ( du1 du2) = dφ ∧ dφi.
Korollaari 5.6. Jos φ ei suppene kohti äärellistä vakiota äärettömyydessä pinnalla
X, niin on olemassa δ > 0 siten että yhtälö∫
X
|dφ ∧ dφi| ≥ δ
pätee jokaisella i.
Käytämme lemmaa 3.33 muotoon dφ ∧ dφi = (dφ− dφi) ∧ dφi, jolloin saamme∫
X
|dφ ∧ dφi| ≤ ||dφ− dφi|| ||dφi|| ,
mutta luvun oletusten nojalla tämä suppenee nollaan. Olemme johtaneet toivotun
ristiriidan, joten φ suppenee kohti äärellistä vakiota äärettömyydessä pinnalla X.
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